
دیفرانسیل معادلات

ت��أل��ی��ف

ع��م��وم��ی ب��ه��ن��از دک��ت��ر

ری��اض��ی ع��ل��وم دان��ش��ک��ده اس��ت��اد

اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه



مطالب فهرست

پنج مقدمه

هفت . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس. این هدف ١.٠

١ اول مرتبه دیفرانسیل معادلات ١ فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی اول مرتبه معادلات ١.١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . برنولی. معادلات ٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جداشدنی معادلات ٣.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل معادلات ۴.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�ساز عامل ۵.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگن. معادلات ۶.١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر تغییر ٧.١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وابسته و مستقل متغیر نقش تغییر ٨.١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مروری تمرین�های ٩.١

٣٧ دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٢ فصل

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مختلط اعداد با آشنایی ١.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٢.٢

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ٣.٢

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگن خطی دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ۴.٢

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبه کاهش روش ۵.٢

یک



۵٧ . . . . . . . . . ثابت ضرایب با همگن خطی دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات ۶.٢

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اویلر معادلات ٧.٢
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیر تغییر ٨.٢
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همگن غیر خطی دوم مرتبه معادلات ٩.٢

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتر تغییر روش ١٠.٢
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامعین. ضرایب روش ١١.٢

٧٩ لاپلاس تبدیل ٣ فصل

٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل ١.٣
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. تبدیل خواص ٢.٣
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. معکوس تبدیل ٣.٣
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته توابع لاپلاس تبدیل ۴.٣

١٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناوب توابع لاپلاس تبدیل ۵.٣

١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (پیچشی) کانولوسین حاصل�ضرب ۶.٣
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضربه�ای) (تابع دیراک دلتای تابع ٧.٣

١١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مروری تمرین�های ٨.٣
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس. خواص و نیاز مورد توابع لاپلاس خلاصه ٩.٣

١١٧ توانی سری�های روش به دیفرانسیل معادلات حل ۴ فصل

١١٩ . . . . . . . . . . . . . . عادی. نقطه حول دوم مرتبه دیفرانسیل معادلات حل ١.۴

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . منظم. غیرعادی نقطه حول دیفرانسیل معادله حل ٢.۴

١٣۵ دیفرانسیل معادلات دستگاه ۵ فصل

١٣۵. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس�ها مقدمه ١.۵
١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریس�ها ضرب و جمع ٢.۵

١٣٨. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی. معادلات دستگاه ٣.۵
١۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی وابستگی و خطی استقلال ۴.۵
١۴٣. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه بردارهای و ویژه مقادیر ۵.۵

دو



١۴٩. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی. دیفرانسیل معادلات دستگاه ۶.۵
١۵٠ . . . . . . . . . . . ویژه مقادیر از استفاده با دیفرانسیل معادلات دستگاه حل ٧.۵
١۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ماتریسی: نمایی تابع ٨.۵

١۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرهمگن معادله دستگاه ٩.۵
١۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پارامتر تغییر روش ١٠.۵
١٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . eAt تابع برای محاسبه روش یک ١١.۵

١٧٧ تمرین�ها پاسخ ۶ فصل

١٧٧. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول. فصل تمرین�های حل ١.۶
١٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ١.١.۶

١٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ٢.١.۶

١٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ٣.١.۶

١٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴١.١ تمرین پاسخ ۴.١.۶

١٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴۴.١ تمرین پاسخ ۵.١.۶

١٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٧.١ تمرین پاسخ ۶.١.۶

١٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۵١.١ تمرین پاسخ ٧.١.۶

١٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول فصل از شده داده مروری تمرین�های حل ٨.١.۶

١٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم فصل تمرین�های پاسخ ٢.۶
١٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶۴.٢ تمرین پاسخ ١.٢.۶

١٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٧٣.٢ تمرین پاسخ ٢.٢.۶

١٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم فصل تمرین�های حل ٣.۶
١٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٣.٣ تمرین پاسخ ١.٣.۶

١٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶٠.٣ تمرین پاسخ ٢.٣.۶

١٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣٠.٣ تمرین پاسخ ٣.٣.۶

١٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ۴.٣.۶

١٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ۵.٣.۶

٢٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨.٣ تمرین پاسخ ۶.٣.۶

٢٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨.٣ تمرین پاسخ ٧.٣.۶

٢٠٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴٣.٣ تمرین پاسخ ٨.٣.۶

سه



٢٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢١.٣ تمرین پاسخ ٩.٣.۶
٢٠۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶٠.٣ تمرین پاسخ ١٠.٣.۶
٢٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ؟؟ تمرین پاسخ ١١.٣.۶
٢٠۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۴۵.٣ تمرین پاسخ ١٢.٣.۶
٢٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٨١.٣ تمرین پاسخ ١٣.٣.۶

٢٠٧ مراجع

چهار



مقدمه

آنهاست. تحلیل و تجزیه سپس و طبیعی پدیده�های کردن مدل هنر کلی حالت در ریاضیات
غالب در می�شوند. مدل توابع از استفاده با طبیعت بر حاکم قوانین و اصول از بسیاری

دارد. وجود وابسته متغیر یک و مستقل متغیر یک پدیده�ها
جریان میزان جمعیت، کاهش یا افزایش میزان و مستقل متغیر یک زمان مثال عنوان به
این هستند. زمان به وابسته متغیرهای حرارت میزان و سیالات حرکت الکتریکی، مدار در

می�کنیم. مدل تابع با را مستقل متغیر و وابسته متغیر بین ارتباط
مسائل اکثر در می�دهیم. نمایش y = f(t) با را وابسته متغیر و t با را مستقل متغیر معمولا
است، مستقل متغیر تغییرات به نسبت وابسته متغیر تغییرات میزان یافتن و بررسی هدف
تابع مشتق همان تغییرات، نرخ ریاضی در می�شود. گفته نیز تغییرات نرخ پارامتر این به که

است.

مستقل متغیرهای t۲, t۱

نظیر وابسته متغیرهای f(t۲), f(t۱)

limt۲→t۱
f(t۲)−f(t۱)

t۲−t۱ = lim∆t→۰
∆f
∆t = f

′
(t)

یک دارد، وجود آن تغییرات نرخ و آن به وابسته متغیر مستقل، متغیر یک بین که روابطی
می�شود نامیده دیفرانسیل معادله (مشتق) تابع دیفرانسیل شدن ظاهر دلیل به که است معادله

است. درس این مطالعه مورد موضوع و

دیفرانسیل معادله را باشد آن مشتقات و مجهول تابع یک شامل معادله هر .١.٠ تعریف
▲ می�گوییم.

مستقل متغیر است. سقوط حال در دریا سطح نزدیک جو در شی�ای کنید فرض .٢.٠ مثال
دوم قانون طبق می�دهیم. نمایش v با را شی سرعت یعنی وابسته متغیر و t با را زمان

که می�دانیم نیوتن



شی بر وارد خالص نیروی = شتاب × شی جرم

F = a×m

که می�دانیم همچنین

a =
dv

dt

داریم پس

f = m
dv

dt
.

دارد. بستگی نیز شی مقاومت نیروی و زمین گرانش نیروی به F نیروی دیگر طرف از
نتیجه در است. کمتر گرانش نیروی باشد بیشتر مقاومت نیروی اندازه چه هر

F = mg − γv

به و است شی مقاومت ضریب γ است، ۹/۸m
s۲

ثابت عدد برابر و گرانشی شتاب g که
نتیجه در است. ثابت و دارد بستگی شی جنس

mg − γv = m
dv

dt

▲ است. دیفرانسیل معادله یک بالا رابطه است. مجهول تابع v و

طبیعی: پدیده یک کردن مدل برای کلی حالت در

می�دهیم. نسبت نمادی یک هر به و می�کنیم مشخص را وابسته متغیر و مستقل متغیر .١
(. ... یا سانتیمتر یا ثانیه t مثلا است. مهم متغیرها واحدهای (تعیین

می�آید. مساله به مربوط علم از قانون این می�کنیم. بررسی را پدیده بر حاکم قانون .٢
... و بیولوژی الکترونیک، فیزیک، مثلا

و مستقل متغیرهای زبان به کمکی متغیرهای و ثابت�ها گرفتن نظر در با را قانون .٣
است) مهم متغیرها واحد کردن یکسان به (توجه می�کنیم. بیان وابسته

باشد. پیچیده است ممکن و است دیفرانسیل معادله یک حاصل .۴

.٣.٠ مثال

شش



جمعیت نیست. کار در شکارچی و می�کنند زندگی صحرا در موش گروهی کنید فرض (الف)
می�یابد. افزایش فعلی جمعیت با متناسب نرخ با موش�ها

.p(t) موش�ها= وابسته=جمعیت متغیر و r نرخ= رشد ثابت ،t مستقل=زمان= متغیر

دیفرانسیل) (معادله dp
dt

= rp(t) رشد: قانون

می�کشند. را موش ۱۵ روزانه و هستند نزدیکی همان در جغد چند (ب)

دیفرانسیل) (معادله dp
dt

= rp(t)− ۴۵۰

است. ماه t واحد زیرا ماه، یک در شده کشته موش�های تعداد ۴۵۰

▲

درجه تفاضل با جسم یک حرارت درجه تغییر میزان نیوتن: خنک�سازی قانون .۴.٠ مثال
است. متناسب اطراف محیط و حرارت

y وابسته= جسم=متغیر حرارت و مستقل=زمان =متغیر t

ثابت K و است محیط حرارت میزان f(t) که y′
= −K(y − f(t)) دیفرانسیل معادله

▲ است.

درس این هدف ١.٠

دیفرانسیل معادله حل روش�های به مهندس یک که است شده داده دیفرانسیل معادله حل
سایر در ریاضی نقش و اهمیت می�توان که است جایی درس این این، بر علاوه دارد. نیاز

کرد. مشاهده را مهندسی و فیزیک مانند علوم
می�گوییم. معادله جواب آنها به و می�کنند صدق معادله در که توابعی یافتن یعنی معادله حل

است. آنها دسته�بندی دیفرانسیل معادله حل در قدم اولین
می�کنیم. تقسیم جزیی و (معمولی) عادی دسته دو به مرحله اولین در را دیفرانسیل معادلات

هفت



معادله باشد، شده ظاهر معادله در متغیر یک به نسبت مجهول تابع مشتق اگر .۵.٠ تعریف
ظاهر معادله در جزیی مشتقات اگر یعنی صورت این غیر در و عادی دیفرانسیل معادله را
▲ می�نامیم. جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادله باشد، شده

می�پردازیم. عادی دیفرانسیل معادله حل به تنها درس این در

▲ می�گوییم معادله مرتبه معادله، یک در موجود مشتق مرتبه بالاترین به .۶.٠ تعریف

.٧.٠ مثال

(الف) (خطی) معادله دیفرانسیل عادی مرتبه اول mg − γv = mdv
dt

(ب) (خطی) معادله دیفرانسیل عادی مرتبه اول dpdt = rp− k

(پ) (خطی) معادله دیفرانسیل عادی مرتبه سوم f ′′′
+ f

′
= x sinx

(ت) (غیرخطی) معادله دیفرانسیل عادی مرتبه دوم y′′
+ ey = ex

(ث) (غیرخطی) معادله دیفرانسیل عادی مرتبه اول yy′
= xex

(ج) معادله دیفرانسیل جزیی مرتبه دوم ∂۲u
∂x۲

+ ∂۲u
∂y۲

= ۰

▲

است. زیر صورت به nام مرتبه عادی دیفرانسیل معادله یک کلی فرم

F (x, y, y
′
, . . . , y(n)) = ۰

می�کنیم. تقسیم خطی غیر و خطی دسته دو به را دیفرانسیل معادلات دوم، مرحله در

صورت به یعنی باشد، y, y′
, . . . y(n) حسب بر خطی رابطه یک F اگر .٨.٠ تعریف

a۰(x)y
(n) + a۱(x)y

(n−۱) + · · ·+ an(x)y = g(x)

آنگاه است)، x حسب بر فقط ضرایب و است یک آن مشتقات و y توان کنید (توجه باشد
▲ می�نامیم. غیرخطی را آن صورت این غیر در خطی، را معادله

.٩.٠ مثال

.١ در مثال ٧.٠، معادلات الف تا پ، معادلات خطی و ت و ث غیرخطی است.

هشت



.٢ مرتبه دوم (خطی) x۲y′′
+ ۴xy′

+ ۲y = ۰

.٣ مرتبه سوم (غیرخطی) y′′′
+ ۲exy′′

+ yy
′
= x۴

.۴ مرتبه دوم (غیرخطی) (۱+ y۲) d
۲y
dx۲

+ xdxdy + y = ex

.۵ مرتبه دوم (غیرخطی) d۲y
dx۲

+ sin(x+ y) = sinx

.۶ مرتبه سوم (خطی) d۳y
dx۳

+ x dydx + (cos۲ x)y = x۳

▲

درس فصل�های معرفی
اول مرتبه (عادی) دیفرانسیل معادلات حل روش�های اول. فصل
دوم مرتبه (عادی) دیفرانسیل معادلات حل روش�های دوم. فصل

لاپلاس تبدیل از استفاده با دیفرانسیل معادلات حل روش سوم. فصل
توانی سری�های شکل به دیفرانسیل معادلات حل چهارم. فصل

دیفرانسیل معادلات دستگاه حل پنجم. فصل

نه



ده



١ ف��ص��ل

اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

�ی، �ول� �رن� ب� �ی، �ط� خ� �ادلات �ع� م� �ل �ام� ش� اول �ه �ب� �رت� م� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� �ل ح� �ا ب� �ل �ص� ف� �ن ای� در
از �ه �ت� دس� ای��ن �ه ب� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �ل �دی� �ب� ت� �رای ب� �ی �ای� روش�ه� و �گ��ن �م� ه� �ام��ل، ک� �ی، �دن� �داش� ج�

م��ی�ش��وی��م. آش��ن��ا م��ع��ادلات،

خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه م��ع��ادلات ١.١

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ل��ی ش��ک��ل

a۰(x)y
′
+ a۱(x)y = g(x)

ی��ا

y
′
+ p(x)y = g(x)

ی��ع��ن��ی p(x) = ۰ ک��ه اس��ت وق��ت��ی خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ن��وع س��اده�ت��ری��ن

y
′
= g(x)

ی��ا

dy

dx
= g(x)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه م��ع��ادل��ه ج��واب ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری، ی��ک ب��ا راح��ت��ی ب��ه و

y =

∫
g(x)dx+ c

اس��ت. ث��اب��ت م��ق��دار c ک��ه
�ه ب� �ر گ� ا �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� را �ت اس� c �اب��ت ث� �ر �ت� �ارام� پ� دارای �ه ک� �ه �ادل� �ع� م� �واب ج�
�ل �ک� ش� �ه ب� را �رط ش� �ذرد، �ی�گ� م� �ص �خ� �ش� م� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� از �ه ک� �م �ی� �اش� ب� �ه �ادل� �ع� م� از �ی �واب� ج� �ال �ب� دن�
اول��ی��ه ش��رط ای��ن در ک��ه ج��واب��ی م��ی�گ��وی��ی��م. اول��ی��ه ش��رط ی��ک را آن و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش y(x۰) = y۰

م��ی�گ��وی��ی��م. م��ع��ادل��ه خ��ص��وص��ی ج��واب را ک��ن��د ص��دق

.١.١ م��ث��ال

y
′
= sin ۲x, y(۰) = ۱

۲

y =

∫
sin ۲x dx = − ۱

۲ cos ۲x+ c

y(۰) = − ۱
۲ cos ۲(۰) + c = − ۱

۲ + c = ۱
۲ ⇒ c = ۱

y(x) = − ۱
۲ cos ۲x+ ۱ م��ع��ادل��ه خ��ص��وص��ی ج��واب

▲

.٢.١ م��ث��ال

y
′
= ex+۱

ex−۱

y =

∫
ex + ۱
ex − ۱ dx =

∫
ex − ۱+ ۲
ex − ۱ dx

y =

∫
(۱+ ۲

ex − ۱) dx = x+ ۲
∫

dx

ex − ۱
y = x+ ۲

∫
e−x

۱− e−x
dx

۱− e−x = u =⇒ e−xdx = du

y = x+ ۲
∫
du

u
= x+ ۲ ln |u|+ c

y = x+ ۲ ln |۱− e−x|+ c م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

�ل ح� �ری �ی� �گ� �رال� �گ� �ت� ان� �ار nب� �ا ب� �وان �ی�ت� م� �ز �ی� ن� را y(n) = g(x) �رم ف� �ه ب� �ر �الات� ب� �ه �ب� �رت� م� �ادلات �ع� م�
ن��م��ود.



٣ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ک��ن��ی��د. ح��ل را y′′
= xe−x م��ع��ادل��ه .٣.١ ت��م��ری��ن

م��ی�پ��ردازی��م. ک��ل��ی ح��ال��ت در خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل ب��ه ک��ن��ون ا

dy

dx
+ p(x)y = g(x)

ه��س��ت��ن��د. پ��ی��وس��ت��ه و م��ع��ل��وم ت��واب��ع��ی g(x) و p(x) ک��ه
ت��اب��ع ی��ک م��س��اوی ت��اب��ع ی��ک م��ش��ت��ق ف��رم ب��ه ن��ی��ز را م��ع��ادل��ه ای��ن ب��ت��وان��ی��م گ��ر ا ق��ب��ل��ی ای��ده ب��ه ت��وج��ه ب��ا

ص��ورت ب��ه ی��ع��ن��ی ب��ن��وی��س��ی��م، دی��گ��ر

d□
dx

= g(x)

ک��ن��ی��م. ح��ل را م��ع��ادل��ه ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ی��ک ب��ا ق��ب��ل م��ان��ن��د م��ی�ت��وان��ی��م آن��گ��اه

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را y′
+ ۱

xy = ۱ خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه .۴.١ م��ث��ال
ی��م: دار ک��ن��ی��م، ض��رب x در را م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن گ��ر ا

xy
′
+ y = x

ی��ا

x
dy

dx
+ y = x

ی��ا

xdy + ydx

dx
= x

ی��ا

d(xy)

dx
= x

ی��م: دار ط��رف��ی��ن از ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ب��ا و اس��ت م��ط��ل��وب ف��رم ه��م��ان ک��ه

xy =

∫
xdx⇒ xy =

۱
۲x

۲ + c

y = ۱
۲x+ c

x م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۴

▲

�ال �ث� م� �د �ن� �ان� م� و �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در را dy
dx + p(x)y = g(x) �ه �ادل� �ع� م� �ال ح�

را م��ع��ادل��ه چ��پ ط��رف µ(x) م��ان��ن��د ت��اب��ع��ی در م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن ک��ردن ض��رب ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م س��ع��ی ق��ب��ل
ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل µ(x)y ت��اب��ع م��ش��ت��ق ب��ه

م��ی�گ��وی��ی��م. م��ع��ادل��ه ان��ت��گ��رال��س��از ع��ام��ل ه��س��ت��ی��م آن دن��ب��ال ب��ه ک��ه µ(x) ت��اب��ع چ��ن��ی��ن ب��ه
اس��ت. µ(x) ت��اب��ع ی��اف��ت��ن ه��دف پ��س

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را dy
dx + p(x)y = g(x) م��ع��ادل��ه اول: ق��دم

م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب µ(x) در را م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن دوم: ق��دم

µ(x)
dy

dx
+ µ(x)p(x)y = µ(x)g(x) (١.١)

d(µ(x)y)
dx �ر �راب� ب� ١.١ �ادل��ه �ع� م� اول ط��رف �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� را µ(x) �اب��ع ت� س��وم: ق��دم

ش��ود.
ی��م: دار ح��اص��ل��ض��رب م��ش��ت��ق ق��ان��ون ط��ب��ق

d(µ(x)y)

dx
=
dµ

dx
y + µ

dy

dx

م��ی�ده��ی��م: ق��رار پ��س

dµ

dx
y + µ

dy

dx

?
= µ

dy

dx
+ µp(x)y, y ̸= ۰

ی��م دار ط��رف��ی��ن) از y و µ dydx (ح��ذف س��اده�س��ازی از پ��س

dµ

dx
= µp(x) ⇒ dµ

µ
= p(x)dx



۵ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ط��رف��ی��ن از ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری ب��ا

µ > ۰ ک��ن��ی��د ف��رض ⇒ lnµ(x) =

∫
p(x)dx+ c۱

م��ی�ده��ی��م اث��ر ت��س��اوی ط��رف��ی��ن ب��ر را e ت��اب��ع ⇒ µ(x) = e

∫
p(x)dx+ c۱

= e

∫
p(x)dx

ec۱

ec۱ = c ⇒ µ(x) = ce

∫
p(x)dx

ده��ی��م. ق��رار ی��ک م��س��اوی م��ی�ت��وان��ی��م را c ض��ری��ب ی��م، دار µ ت��اب��ع ی��ک ب��ه ن��ی��از چ��ون

خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ب��رای ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل .۵.١ ن��ت��ی��ج��ه

y
′
+ p(x)y = g(x)

اس��ت. µ(x) = e

∫
p(x)dx

ص��ورت ب��ه

ش��د. خ��واه��د ت��ب��دی��ل زی��ر ص��ورت ب��ه ش��ده داده م��ع��ادل��ه ،µ(x) ف��رم��ول ب��ه ت��وج��ه ب��ا

(µ(x)y)

dx
= µ(x)g(x)

داری��م ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری ب��ا و

µ(x)y =

∫
µ(x)g(x)dx+ c

⇒ y(x) =
۱

µ(x)
[

∫
µ(x)g(x)dx+ c] م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

ی��ک �ر �راب� ب� y′ �ری��ب ض� �ه ک� �ی �ت� وق� اس��ت، y �ری��ب ض� p(x) �ع �اب� ت� ،µ(x) �ول �رم� ف� در �م. �ه� م� �ه �ت� �ک� ن�
م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک را y′ ض��ری��ب ف��رم��ول از اس��ت��ف��اده از ق��ب��ل پ��س ب��اش��د.

ب��ی��اب��ی��د. را y′ − ۲xy = x م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۶.١ م��ث��ال
p(x) = −۲x و اس��ت ی��ک ،y′ ض��ری��ب ح��ل:



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶

ان��ت��گ��رال��س��از ع��ام��ل ی��اف��ت��ن

µ(x) = e

∫
p(x)dx

= e

∫
−۲xdx

= e−x
۲

م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب e−x
۲ در را م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن

e−x
۲
y
′ − ۲xe−x۲y = xe−x

۲

اس��ت. d
dx(e

−x۲y) ب��راب��ر م��ع��ادل��ه اول ط��رف ،µ ی��اف��ت��ن روش ط��ب��ق

d

dx
(e−x

۲
y) = xe−x

۲

م��ی�گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال ط��رف��ی��ن از

e−x
۲
y =

∫
xe−x

۲
dx = − ۱

۲e
−x۲ + c

▲ .y = − ۱
۲ + cex

۲ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

ب��ی��اب��ی��د. را x۲y′
+ ۳xy = sinx

x م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .٧.١ م��ث��ال
ک��ن��ی��م. ی��ک ب��راب��ر را y′ ض��ری��ب ب��ای��د اب��ت��دا ح��ل:

y
′
+ ۳

xy = sinx
x۳

µ(x) = e

∫ ۳
x
dx

= e۳ lnx = elnx
۳
= x۳

x۳y
′
+ ۳x۲y = d(x۳y)

dx = sinx

⇒ x۳y =

∫
sinx dx = cosx+ c

⇒ y = cosx
x۳

+ c
x۳

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ب��ی��اب��ی��د. را x(lnx)y′
= x lnx− y, y(e) = ۱ م��ع��ادل��ه خ��ص��وص��ی ج��واب .٨.١ م��ث��ال



٧ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

م��ی�ن��وی��س��ی��م. اس��ت��ان��دارد ف��رم ب��ه را م��ع��ادل��ه و م��ی�ک��ن��ی��م ی��ک را y′ ض��ری��ب ح��ل:

y
′
+

۱
x lnx

y = ۱ (٢.١)

p(x) = ۱
x lnx

µ(x) = e

∫
dx

x lnx = eln(lnx) = lnx

م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب µ(x) در را ٢.١ م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن

(lnx)y
′
+ ۱

xy = lnx

(lnx)y
′
+ ۱

xy = d[(lnx)y]
dx = lnx

(lnx)y =

∫
lnxdx

lnx = u⇒ dx
x = du

dx = dv ⇒ x = v

(lnx)y =

∫
lnxdx = x lnx−

∫
x
dx

x
= x lnx− x+ c

⇒ y = x− x
lnx + c

lnx م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

y(e) = e− e+ c = ۱ ⇒ c = ۱
⇒ y = x− x

lnx + ۱
lnx م��ع��ادل��ه خ��ص��وص��ی ج��واب

▲

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر م��ع��ادلات ج��واب .٩.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) x dydx + (۲y − xy + ۱) = ۰ x > ۰

(ب) y
′
= (− cosx)y + ۶ cosx y(۰) = ۱



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٨

ب��رن��ول��ی م��ع��ادلات ٢.١

ی��ک��ی ک��رد. خ��ط��ی را م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان ت��غ��ی��ی��ری ب��ا ول��ی ن��ی��س��ت، خ��ط��ی اول م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه ی��ک گ��اه��ی
�ه ب� �ادلات �ع� م� �ن ای� �ی �ل� ک� �ل �ک� ش� و دارد �ام ن� �ی �ول� �رن� ب� �ادلات �ع� م� �ادلات، �ع� م� �ن ای� �ه �ت� دس� �ن �ری� �ت� �م� �ه� م� از

اس��ت. زی��ر ص��ورت

y
′
+ p(x)y = g(x)ya

اس��ت) ث��اب��ت و ح��ق��ی��ق��ی ع��دد a)
م��ی�دان��ی��م. ق��ب��ل ب��خ��ش از را آن ح��ل ک��ه اس��ت خ��ط��ی م��ع��ادل��ه a = ۱ ی��ا a = ۰ گ��ر ا ت��وج��ه:

ب��رن��ول��ی: م��ع��ادلات ح��ل ب��رای
م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب y−a در را م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن اول: ق��دم

y−ay
′
+ p(x)y۱−a = g(x)

م��ی�ک��ن��ی��م. اع��م��ال را z := y۱−a م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر دوم: ق��دم

z = y۱−a ⇒ z
′
= (۱− a)y−ay

′

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ازن��وی��س��ی ج��دی��د م��ت��غ��ی��ر ب��رح��س��ب را ش��ده داده م��ع��ادل��ه س��وم: ق��دم

z
′

۱− a
+ p(x)z = g(x)

�ل ح� روش �ق �اب� �ط� م� و �ت اس� �ی �ط� خ� �ه �ادل� �ع� م� �ک ی� �ده آم� �ت دس� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ده �اه� �ش� م�
ن��م��ود. ح��ل م��ی�ت��وان اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادلات

ک��ن��ی��د. ح��ل را xy′
+ y = y۲x۲ lnx م��ع��ادل��ه .١٠.١ م��ث��ال

م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب y−۲ در را ط��رف��ی��ن اس��ت. a = ۲ ب��ا ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م دق��ت

xy−۲y
′
+ y−۱ = x۲ lnx (٣.١)

م��ی�ده��ی��م. z := y−۱ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ر

z
′
= −y′

y−۲



٩ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

م��ی�ن��وی��س��ی��م. ج��دی��د م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر را ٣.١ م��ع��ادل��ه

−xz′
+ z = x۲ lnx اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک را z′ ض��ری��ب

z
′ − ۱

xz = −x lnx

µ(x) = e

∫
− ۱
x
dx

= e− lnx = elnx
−۱

= ۱
x

۱
xz

′ − ۱
x۲
z =

d( ۱
x
z)

dx = − lnx

⇒ ۱
xz =

∫
− lnxdx

lnx = u, dx = dv

⇒ ۱
xz =

∫
− lnxdx = −x lnx+

∫
dx

⇒ ۱
xz = −x lnx+ x+ c

⇒ z = −x۲ lnx+ x۲ + cx

⇒ y−۱ = −x۲ lnx+ x۲ + cx

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .١١.١ م��ث��ال

۲xyy′
+ (۱+ x)y۲ = ex

اس��ت. ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه ی��ک م��ع��ادل��ه ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی و دق��ت ک��م��ی ب��ا

y
′
+ ۱+x

۲x y = ex

۲xy
−۱

×y ⇒ yy
′
+ ۱+x

۲x y
۲ = ex

۲x
z := y۲ ⇒ z

′
= ۲yy′

z
′

۲ +
۱+ x

۲x z =
ex

۲x



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٠

z
′
+

۱+ x

x
z =

ex

x
(۴.١)

µ(x) = e

∫ ۱+ x

x
dx

= e

∫
dx

x
+

∫
dx

= xex

۴.١× µ ⇒ xexz
′
+ ex(۱+ x)z = e۲x

⇒ d(xexz)
dx = e۲x

⇒ xexz =

∫
e۲xdx

⇒ xexz = ۱
۲e

۲x + c

⇒ z = ۱
۲xe

x + c
xe

−x

⇒ y۲ = ۱
۲xe

x + c
xe

−x

▲

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر م��ع��ادلات ع��م��وم��ی ج��واب .١٢.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) x۲y′
+ ۲xy − y۳ = ۰ x > ۰

(ب) (۱+ x۲)y
′ − ۲xy = y۲

(ج) y
′
= (a cosx+ b)y − y۳ اس��ت ث��اب��ت b, a

(د) y
′
cosx+ y sinx+ y۳ = ۰

(ه) ۲xyy′
= x۲ + ۳y۲

(ی) y
′
= x۲−۲y۲

xy

(و) x۲ lnx− ۲xy۳ + ۳x۲y۲y′
= ۰

ج��داش��دن��ی م��ع��ادلات ٣.١

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ک��ل��ی ش��ک��ل ک��ه دی��دی��م ق��ب��لا

F (x, y, y
′
) = ۰



١١ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

�ی �ن� �ع� ی� �م. �ی� �س� �وی� �ن� ب� y و x �س��ب �رح� ب� �ح �ری� ص� �ول �رم� ف� �ورت ص� �ه ب� را y′ �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �وارد م� �ب �ل� اغ� در
ب��ن��وی��س��ی��م. زی��ر ص��ورت ب��ه را م��ع��ادل��ه

y
′
= f(x, y)

را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان ص��ورت ای��ن در .f(x, y) = M(x,y)
−N(x,y) ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ت��وان��ی��م

dy

dx
= y

′
= f(x, y) =

M(x, y)

−N(x, y)

ن��وش��ت زی��ر ص��ورت ب��ه

M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰

آن��گ��اه ،f(x, y) = ۲x+ey
۲y+sinx گ��ر ا م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه .١٣.١ م��ث��ال

M(x, y) = ۲x+ ey, N(x, y) = −(۲y + sinx)

y
′
=

۲x+ ey

۲y + sinx
⇒ (۲x+ ey)dx− (۲y + sinx)dy = ۰.

M(x, y) = sin(x+ y), N(x, y) = −۱ آن��گ��اه ،f(x, y) = sin(x+ y) گ��ر ا ی��ا

y
′
= sin(x+ y) ⇒ sin(x+ y)dx− dy = ۰.

▲

M(x, y) ت��اب��ع ،M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰ اول م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه در گ��ر ا .١۴.١ ت��ع��ری��ف
ب��اش��د زی��ر ف��رم ب��ه م��ع��ادل��ه ی��ع��ن��ی ب��اش��د، y از ت��اب��ع��ی ف��ق��ط N(x, y) و x از ت��اب��ع��ی ف��ق��ط

M(x)dx+N(y)dy = ۰

▲ م��ی�ن��ام��ی��م. ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه را م��ع��ادل��ه ای��ن



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢

ج��م��لات، از ی��ک ه��ر از ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ب��ا ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م م��ع��ادلات، ای��ن س��اده ش��ک��ل ب��ه ت��وج��ه ب��ا
ک��ن��ی��م. ح��ل را م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان��ی��م

ک��ن��ی��د. ح��ل را y′
= ex+y+۱ م��ع��ادل��ه .١۵.١ م��ث��ال

dy
dx = ex+۱ey = ex+۱

e−y

⇒ ex+۱dx = e−ydy

⇒
∫
ex+۱dx =

∫
e−ydy

⇒ ex+۱ = −e−y + c

⇒ ex+۱ + e−y = c

▲

ک��ل��ی ح��ال��ت در

�ر گ� ا ،M(x)dx + N(y)dy = ۰ �ی �دن� �داش� ج� �ه �ادل� �ع� م� �رای ب� .١۶.١ ق��ض��ی��ه
�واب ج� H(x) + G(y) = c �اه �گ� آن� ،G(y) =

∫
N(y)dy و H(x) =

∫
M(x)dx

اس��ت. م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی

م��ع��ادل��ه در م��ی�ک��ن��د، ص��دق H(x) +G(y) = c راب��ط��ه در ک��ه y ت��اب��ع ده��ی��م ن��ش��ان ب��ای��د اث��ب��ات.
اس��ت. ص��ادق ش��ده داده

d
dx(H(x) +G(y)) = dH(x)

dx + dG(y)
dx = ۰

⇒ dH(x)
dx + dG(y)

dy · dydx = ۰
ف��رض ⇒M(x) +N(y) dydx = ۰

⇒M(x)dx+N(y)dy = ۰.

■

از ع��ب��ارت��س��ت M(x)dx+N(y)dy = ۰ ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .١٧.١ ∫ن��ت��ی��ج��ه
M(x)dx+

∫
N(y)dy = c

ی��د. آور دس��ت ب��ه را (ex + ۱) dydx = y − yex م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .١٨.١ م��ث��ال



١٣ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ح��ل:

dy
dx = y(۱−ex)

ex+۱
⇒ dy

y = (۱−ex)
ex+۱ dx

⇒
∫
dy

y
=

∫
(۱− ex)

ex + ۱ dx

⇒ ln y =

∫ ۱
ex + ۱dx−

∫
ex

۱+ ex
dx

⇒ ln y =

∫
e−x

e−x + ۱dx−
∫

ex

۱+ ex
dx

⇒ ln y = − ln(۱+ e−x)− ln(۱+ ex) + c۱

⇒ y = eln(۱+e
−x)−۱

eln(۱+e
x)−۱

c, c = ec۱

⇒ y = c ۱
۱+e−x · ۱

۱+ex .

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را y′
= xy۲ + y۲ + xy + y م��ع��ادل��ه .١٩.١ م��ث��ال

dy
dx = x(y۲ + y) + y۲ + y = (y۲ + y)(x+ ۱)

⇒ dy
y۲+y

= (x+ ۱)dx

⇒
∫

dy

y۲ + y
=

∫
(x+ ۱)dx

۱
y۲+y

= ۱
y(y+۱) =

A
y + B

y+۱ =
Ay+A+By
y(y+۱){

A+B = ۰
A = ۱

⇒ B = −۱

۱
y۲+y

= ۱
y −

۱
y+۱

⇒
∫
dy

y
−
∫

dy

y + ۱ =
∫

(x+ ۱)dx

⇒ ln y − ln(y + ۱) = ۱
۲x

۲ + x+ c۱

⇒ ln y
y+۱ =

۱
۲x

۲ + x+ c۱

م��ی�ده��ی��م اث��ر e⇒ y
y+۱ = ce

۱
۲x

۲+x, c = ec۱ .

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .٢٠.١ م��ث��ال

y۲(۱− x۲)
۱
۲dy = sin−۱ x dx y(۰) = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴

y۲dy = sin−۱ x

(۱−x۲)
۱
۲
dx∫

y۲dy =

∫
sin−۱ x√
(۱− x۲)

dx

sin−۱ x = u⇒ dx√
۱−x۲

= du

⇒ ۱
۳y

۳ =

∫
udu =

۱
۲u

۲ + c

⇒ ۱
۳y

۳ = ۱
۲(sin

−۱ x)
۲
+ c

y(۰) = ۰ ⇒ ۰ = ۱
۲(sin

−۱ ۰)۲ + c⇒ c = ۰
⇒ ۱

۳y
۳ = ۱

۲(sin
−۱ x)

۲
.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .٢١.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′
= ۱+۳x۲

۳y۲−۶y

(ب) y
′
= xy۳(۱+ x۲)−

۱
۲

(ج) y
′
= x۲ + y۲ + x۲y۲ + ۱

(د) y
′
= (۳x۲ − ۱)(۳+ ۲y)

ک��ام��ل م��ع��ادلات ۴.١

ک��ه م��ی�دان��ی��م ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را xdy + ydx = ۰ اول م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه س��اده م��ث��ال ی��ک ع��ن��وان ب��ه
ی��م: دار ψ(x, y) = xy ت��اب��ع ب��رای

x ب��ه ن��س��ب��ت ψ ت��اب��ع م��ش��ت��ق = dψ

dx
=
∂ψ

∂x
· dx
dx

+
∂ψ

∂y
· dy
dx

ψ(x, y) = xy ⇒ dψ

dx
= y + x

dy

dx

م��ی�ش��ون��د. اس��ت��ف��اده x م��ت��غ��ی��ر ب��ه ن��س��ب��ت ت��اب��ع ج��زی��ی م��ش��ت��ق ب��رای ψx و dψ
dx ن��م��اده��ای



١۵ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ی��م دار ψ(x, y) = xy = c ت��اب��ع ب��رای پ��س

dψ

dx
= ۰ ⇒ ydx+ xdy = ۰

م��ی�ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در ψ(x, y) = xy و
ش��د؟ ydx+ xdy = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب ک��ه داش��ت خ��اص��ی��ت��ی چ��ه ψ(x, y) = xy = c ت��اب��ع

ydx+ xdy = ۰
M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰

}
⇒

M(x, y) = y

N(x, y) = x

ψ(x, y) = xy ⇒

{
∂ψ
∂x = y =M(x, y)
∂ψ
∂y = x = N(x, y)

ک��ل��ی ح��ال��ت در

�ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م� را M(x, y)dx + N(x, y)dy = ۰ اول �ه �ب� �رت� م� �ه �ادل� �ع� م� .٢٢.١ ت��ع��ری��ف
و ψx = M(x, y) �ه ک� �وری ط� �ه ب� �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� ψ(x, y) �د �ن� �ان� م� �ی �ع� �اب� ت� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ�
▲ .ψy = N(x, y)

�واب ج� ψ(x, y) = c �ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ت� راح� �ه ب� �ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م� �ف �ری� �ع� ت� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب�
اس��ت. م��ع��ادل��ه

�اه �گ� آن� ب��اش��د، �ام��ل ک� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰ �ادل��ه �ع� م� �ر گ� ا .٢٣.١ ق��ض��ی��ه
اس��ت. م��ع��ادل��ه ج��واب ψ(x, y) = c

م��ی�ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در ψ(x, y) = c ک��ه ده��ی��م ن��ش��ان اس��ت ک��اف��ی اث��ب��ات.

ψ(x, y) = c⇒ d
dxψ(x, y) =

∂ψ
∂x · dxdx + ∂ψ

∂y · dydx = ۰

ت��ع��ری��ف ط��ب��ق

∂ψ

∂x
=M(x, y),

∂ψ

∂y
= N(x, y)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۶

⇒M(x, y) +N(x, y) · dydx = ۰
⇒M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰.

■

�ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م� �ک ی� �ه ک� �م �ی� �ده� ب� �ص �ی� �خ� �ش� ت� �ا �ج� ک� از (١) �ه ک� �ت اس� �ن ای� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ؤال س� �ال ح�
ک��ن��ی��م؟ پ��ی��دا را ψ(x, y) ت��اب��ع چ��گ��ون��ه ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ی��ک در (٢) اس��ت؟

ق��س��م��ت ب��الا س��وال ب��ه و اس��ت اول �ب��ه م��رت� �ع��ادل��ه م� ی��ک ب��ودن ک��ام��ل ب��رای م��ح��ک��ی زی��ر �ی��ه ق��ض�
م��ی�ده��د. پ��اس��خ (١)

�ن��ه��ا ت� و گ��ر ا اس��ت ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ی��ک M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰ م��ع��ادل��ه .٢۴.١ ق��ض��ی��ه
.My =

∂M
∂y = ∂N

∂x = Nx گ��ر ا

م��ی�ش��ود. دی��ده راح��ت��ی ب��ه ب��الا ق��ض��ی��ه ط��رف ی��ک اث��ب��ات اث��ب��ات.

ب��اش��د ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ت��ع��ری��ف ط��ب��ق
⇒ ∃ ψ(x, y)

ψx =M

ψy = N

⇒

{
∂ψx

∂y = ψx,y =
∂M
∂y

∂ψy

∂x = ψy,x = ∂N
∂x

ψx,y = ψy,x ⇒ ∂M

∂y
=
∂N

∂x
.

■ م��ی�ک��ن��ی��م. ن��ظ��ر ص��رف دوم، ط��رف اث��ب��ات از

�ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �ه ک� �م �ی� �ده� ب� �ی��ص �خ� �ش� ت� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ی �ت� راح� �ه ب� �ل �ب� ق� �ه �ی� �ض� ق� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �س پ�
ن��ه. ی��ا ه��س��ت

ه��س��ت��ن��د؟ ک��ام��ل زی��ر م��ع��ادلات از ک��دام��ی��ک .٢۵.١ م��ث��ال

(ال��ف) (y sinx+ xy cosx)dx+ (x sinx+ ۱)dy = ۰

M(x, y) = y sinx+ xy cosx ⇒My = sinx+ x cosx

N(x, y) = x sinx+ ۱ ⇒ Nx = sinx+ x cosx



١٧ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

My = Nx ⇒ اس��ت ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

(ب) (y۲ + xy)dx− x۲dy = ۰

M(x, y) = y۲ + xy ⇒My = ۲y + x

N(x, y) = −x۲ ⇒ Nx = −۲x

My ̸= Nx ⇒ ن��ی��س��ت ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

▲

�اب��ع ت� �ام��ل، ک� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک در �ه �ون� �گ� چ� �ه ک� �م، �ردازی� م��ی�پ� �الا ب� �ؤال س� دوم �م��ت ق��س� �اس��خ پ� �ه ب� �ال ح�
ب��ی��اب��ی��م. را م��ع��ادل��ه ج��واب دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ψ(x, y)

�ل��ی ک� �ال��ت ح� در ح��ل روش� �ان �ی� ب� �ه ب� �د �ع� ب� و �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� �ال، �ث� م� ی��ک ح��ل در را روش ای��ن �دا �ت� اب�
م��ی�پ��ردازی��م.

ک��ن��ی��د. ح��ل را (y sinx+ xy cosx)dx+ (x sinx+ ۱)dy = ۰ م��ع��ادل��ه .٢۶.١ م��ث��ال
My = Nx. ک��ه دی��دی��م زی��را اس��ت، ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ک��ه دی��دی��م ق��ب��لا

ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ت��ع��ری��ف
⇒ ∃ ψ(x, y)

ψx =M(x, y)

ψy = N(x, y)

⇒
ψx = y sinx+ xy cosx

ψy = x sinx+ ۱

ه��س��ت��ی��م. ψ ی��اف��ت��ن دن��ب��ال ب��ه و
اول. ق��دم

ψy = x sinx+ ۱ ⇒ ψ(x, y) =

∫
(x sinx+ ۱)dy ⇒

ψ(x, y) = xy sinx+ y + h(x) (۵.١)

از دوم. �دم ق� دارد. �ی �گ� �ت� �س� ب� x �ه ب� �ط �ق� ف� �س پ� �ت اس� �ت �اب� ث� y �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ه ک� �ی �ع� �اب� ت� h(x)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨

م��ی�گ��ی��ری��م. م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت ۵.١ در ψ(x, y)

⇒ ψx = y sinx+ xy cosx+ h
′
(x)

ψx =M ⇒ y sinx+ xy cosx+ h
′
(x) = y sinx+ xy cosx

⇒ h
′
(x) = ۰

h(x) = c۱ (۶.١)

س��ول. ق��دم

۶.١ ،۵.١ ⇒ ψ(x, y) = xy sinx+ y + c۱

ψ(x, y) = c⇒ xy sinx+ y = c م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی .ج��واب

▲

ب��ه ب��ن��ا آن در Mdx+Ndyک��ه = ۰ ک��ام��ل م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه پ��اس��خ ی��اف��ت��ن ب��رای ک��ل��ی ح��ال��ت در
ت��اب��ع زی��ر روش س��ه از ی��ک��ی ب��ه �ی��م م��ی�ت��وان� ψy = N,ψx =M . ک��ه دارد وج��ود ψ �اب��ع ت� ت��ع��ری��ف

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را ψ

ب��گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال x ب��ه ن��س��ب��ت ψx =M راب��ط��ه از (١) (ال��ف)

ب��گ��ی��ری��م. م��ش��ت��ق y ب��ه ن��س��ب��ت آم��ده دس��ت ب��ه ψ از (٢)

(۲) �ه �ل� �رح� م� از �ه ک� h′
(y) �ع �اب� ت� �ا ت� �م �ی� ده� �رار ق� N �اوی �س� م� را (۲) �ه �ل� �رح� م� �ل �اص� ح� (٣)

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه h(y) ن��ت��ی��ج��ه در ب��ی��ای��د. دس��ت ب��ه م��ی�ش��ود ای��ج��اد

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ψ(x, y) = c (۴)

ب��گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال y ب��ه ن��س��ب��ت ψy = N راب��ط��ه از (١) (ب)

ب��گ��ی��ری��م. م��ش��ت��ق x ب��ه ن��س��ب��ت آم��ده دس��ت ب��ه ψ از (٢)

ای��ج��اد (۲) �ل��ه م��رح� در ک��ه h′
(x) ت��ا �ی��م ده� ق��رار M م��س��اوی را (۲) �ل��ه م��رح� ح��اص��ل (٣)

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه h(x) ن��ت��ی��ج��ه در ب��ی��ای��د. دس��ت ب��ه م��ی�ش��ود

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ψ(x, y) = c (۴)

ب��گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال x ب��ه ن��س��ب��ت ψx =M راب��ط��ه از (١) (ج)
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ب��گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال y ب��ه ن��س��ب��ت ψy = N راب��ط��ه از (٢)

و h(x) ت��ا ده��ی��م ق��رار م��س��اوی را (۲) و (۱) م��راح��ل از آم��ده دس��ت ب��ه ψ ت��اب��ع دو (٣)
ش��ود. م��ع��ل��وم h(y)

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ψ(x, y) = c (۴)

ک��ن��ی��د. ح��ل را (۳y + ex)dx+ (۳x+ cos y)dy = ۰ م��ع��ادل��ه .٢٧.١ م��ث��ال

M(x, y) = ۳y + ex ⇒My = ۳
N(x, y) = ۳x+ cos y ⇒ Nx = ۳

⇒My = Nx

ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ت��ع��ری��ف
⇒ ∃ ψ(x, y)

ψx = ۳y + ex

ψy = ۳x+ cos y

م��ی�گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال x ب��ه ن��س��ب��ت ψx =M راب��ط��ه از .١

⇒ ψ(x, y) = ۳xy + ex + h(y)

م��ی�گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال y ب��ه ن��س��ب��ت ψy = N از .٢

⇒ ψ(x, y) =

∫
(۳x+ cos y)dy

⇒ ψ(x, y) = ۳xy + sin y + h(x)

م��ی�ده��ی��م. ق��رار م��س��اوی را (۲) و (۱) از آم��ده دس��ت ب��ه ψ .٣

⇒ ۳xy + ex + h(y) = ۳xy + sin y + h(x)

⇒ h(x) = ex, h(y) = sin y

.۴

ψ(x, y) = ۳xy + ex + sin y = c م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٠

ک��ن��ی��د. ح��ل را (۴x۳y + y۴)dx+ (x۴ + ۴xy۳)dy = ۰ م��ع��ادل��ه .٢٨.١ م��ث��ال

M(x, y) = ۴x۳y + y۴ ⇒My = ۴x۳ + ۴y۳

N(x, y) = x۴ + ۴xy۳ ⇒ Nx = ۴x۳ + ۴y۳
⇒My = Nx

ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ت��ع��ری��ف
⇒ ∃ ψ(x, y)

ψx = ۴x۳y + y۴ (۱)
ψy = x۴ + ۴xy۳ (۲)

م��ی�گ��ی��ری��م. ان��ت��گ��رال x ب��ه ن��س��ب��ت ψx =M راب��ط��ه از .١

(۱) ⇒ ψ(x, y) =

∫
(۴x۳y + y۴)dx

⇒ ψ(x, y) = x۴y + xy۴ + h(y) (٧.١)

م��ی�گ��ی��ری��م. م��ش��ت��ق y ب��ه ن��س��ب��ت ψ از .٢

٧.١ ⇒ ψy = x۴ + ۴xy۳ + h
′
(y)

م��ی�ده��ی��م. ق��رار N م��س��اوی را ψy .٣

(۲) ⇒ x۴ + ۴xy۳ + h
′
(y) = x۴ + ۴xy۳

⇒ h
′
(y) = ۰

⇒ h(y) = c۱

.۴

ψ(x, y) = x۴y + xy۴ + c۱ = c۲

⇒ x۴y + xy۴ = c م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .٢٩.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) (x۲ + y۲)۲(xdx+ ydy) + ۲dx+ ۳dy = ۰



٢١ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

(ب) (۲+ ۲x۲y ۱
۲ )ydx+ (x۲y

۱
۲ + ۲)xdy = ۰

(ج) y۲e−ydx+ (۲x− xy + ۲)ye−y = ۰

ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل ۵.١

م��ع��ادل��ه ای��ن ای��ن��ک��ه ب��رای ک��ه دی��دی��م ب��گ��ی��ری��د ن��ظ��ر در را M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰ م��ع��ادل��ه
�ن ای� �ادلات �ع� م� از �اری �ی� �س� ب� .(My = Nx) �د �اش� ب� �رار �رق� ب� �ه �ادل� �ع� م� در �ی �ادل� �ع� ت� �د �ای� ب� �د �اش� ب� �ل �ام� ک�

ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ب��ه را آن��ه��ا ت��غ��ی��ی��رات��ی ب��ا م��ی�ت��وان��ی��م ول��ی ن��دارن��د، را خ��اص��ی��ت

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را (y۲ + xy)dx− x۲dy = ۰ م��ع��ادل��ه .٣٠.١ م��ث��ال

M(x, y) = y۲ + xy ⇒My = ۲y + x

N(x, y) = −x۲ ⇒ Nx = −۲x
⇒My ̸= Nx

م��ی�ک��ن��ی��م ض��رب µ(x, y) = ۱
xy۲

ت��اب��ع در را م��ع��ادل��ه ح��ال ن��ی��س��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

× ۱
xy۲

⇒ ۱
xy۲

(y۲ + xy)dx− ۱
xy۲
x۲dy = ۰

⇒ ( ۱
x + ۱

y )dx− x
y۲
dy = ۰

M(x, y) = ۱
x + ۱

y ⇒My = − ۱
y۲

N(x, y) = − x
y۲

⇒ Nx = − ۱
y۲

⇒My = Nx

▲ اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

�ل �ام� ع� �د، �ن� �ی�ک� م� �ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م� �ه ب� �ل �دی� �ب� ت� را اول �ه �ب� �رت� م� �ه �ادل� �ع� م� �ه ک� �ی �ع� �واب� ت� �ن �ی� �ن� چ� �ه ب�
اس��ت. ۱

xy۲
ت��اب��ع ب��الا م��ث��ال ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل م��ی�گ��وی��ی��م. ان��ت��گ��رال�س��از
ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل ت��اب��ع چ��گ��ون��ه س��ؤال.

�ی��ن ط��رف� در آن ک��ردن ض��رب ب��ا ک��ه ط��وری ب��ه �ی��م �ت� ه��س� µ(x, y) �ت��گ��رال�س��از ان� ع��ام��ل �ب��ال دن� ب��ه
ب��اش��د. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه ی��ک ج��دی��د م��ع��ادل��ه ،M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰ م��ع��ادل��ه

M(x, y)dx+N(x, y)dy = ۰
×µ(x, y) ⇒ (µM)dx+ (µN)dy = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٢

ب��اش��د. ب��رق��رار (µM)y
?
= (µN)x ت��س��اوی ک��ه ک��ن��ی��م پ��ی��دا گ��ون��ه�ای ب��ه را µ ب��ای��د

⇒ µyM + µMy = µxN + µNx

⇒ µ(My −Nx) = µxN − µyM (∗)
⇒ µ(x, y) = م��ی�ک��ن��د ص��دق ف��وق دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه در ک��ه اس��ت ت��اب��ع��ی

اس��ت) ج��زی��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه (∗)) ن��ی��س��ت آس��ان ک��ل��ی ح��ال��ت در (∗) م��ع��ادل��ه ح��ل م��ت��اس��ف��ان��ه
ب��ی��اب��ی��م. را ان��ت��گ��رال��س��از ع��ام��ل خ��اص ح��ال��ت�ه��ای در ،µ ب��ر ش��رای��ط��ی ک��ردن اض��اف��ه ب��ا م��ی�ت��وان��ی��م ول��ی

ب��اش��د. داش��ت��ه ب��س��ت��گ��ی x ب��ه ف��ق��ط µ گ��ر ا اول. ح��ال��ت

µ = µ(x) ⇒
µx = dµ

dx

µy = ۰
µ(My −Nx) = µxN − µyM

µy = ۰ ⇒ µ(My −Nx) =
dµ
dxN

⇒ dµ
µ =

My−Nx

N dx

آن از و اس��ت �ی �دن� �داش� ج� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �الا ب� �ه �ادل� �ع� م� �د، �اش� ب� x از �ی �ع� �اب� ت� �ط �ق� ف� My−Nx

N �ع �اب� ت� �ر گ� ا
آورد. دس��ت ب��ه را µ(x) ت��اب��ع راح��ت��ی ب��ه م��ی�ت��وان

R(x) =
My−Nx

N

⇒
∫
dµ

µ
=

∫
R(x)dx

⇒ lnµ =

∫
R(x)dx

⇒ µ(x) = e

∫
R(x)dx

آن��گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه ب��س��ت��گ��ی x ب��ه ف��ق��ط R(x) = My−Nx

N گ��ر ا .٣١.١ ن��ت��ی��ج��ه

µ(x) = e

∫
R(x)dx

اس��ت. ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل



٢٣ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ب��اش��د. داش��ت��ه ب��س��ت��گ��ی y ب��ه ف��ق��ط µ گ��ر ا دوم. ح��ال��ت

µ = µ(y) ⇒
µx = ۰
µy =

dµ
dy

µ(My −Nx) = µxN − µyM

µx = ۰ ⇒ µ(My −Nx) = −dµ
dyM

⇒ dµ
µ =

My−Nx

−M dy

آن از و اس��ت �ی �دن� �داش� ج� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �الا ب� �ه �ادل� �ع� م� �د، �اش� ب� y از �ی �ع� �اب� ت� �ط �ق� ف� My−Nx

−M �ع �اب� ت� �ر گ� ا
آورد. دس��ت ب��ه را µ(y) ت��اب��ع راح��ت��ی ب��ه م��ی�ت��وان

R(y) =
My−Nx

−M

⇒
∫
dµ

µ
=

∫
R(y)dy

⇒ lnµ =

∫
R(y)dy

⇒ µ(y) = e

∫
R(y)dy

آن��گ��اه ب��اش��د، داش��ت��ه ب��س��ت��گ��ی y ب��ه ف��ق��ط R(y) = My−Nx

−M گ��ر ا .٣٢.١ ن��ت��ی��ج��ه

µ(y) = e

∫
R(y)dy

اس��ت. ان��ت��گ��رال��س��از ع��ام��ل

ب��اش��د. y و x م��ت��غ��ی��ره��ای از خ��اص��ی ت��رک��ی��ب از ت��اب��ع��ی µ گ��ر ا س��وم. ح��ال��ت

µ = µ(z(x, y))

ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه z(x, y) ت��اب��ع م��ث��ال ب��رای

z = xy, z =
x

y
, z = x+ y, z = x۲ + y۲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢۴

ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل z م��ت��غ��ی��ر از ت��اب��ع��ی ص��ورت ب��ه را µ(x, y) ت��اب��ع ب��ای��د ه��م ح��ال��ت ای��ن در

µ(x, y) = µ(z) ⇒
µx = dµ

dz · ∂z∂x
µy =

dµ
dz · ∂z∂y

µ(My −Nx) = µxN − µyM

⇒ µ(My −Nx) =
dµ
dz (

∂z
∂xN − ∂z

∂yM)

⇒ dµ
µ =

My−Nx

zxN−zyM dz

R(z) =
My−Nx

zxN−zyM �ع �اب� ت� �د �ای� ب� �د، �اش� ب� z �د �ن� �ان� م� y و x از �ی �اص� خ� �ب �ی� �رک� ت� از �ی �ع� �اب� ت� µ �ر گ� ا
ص��ورت ای��ن در ب��اش��د، z از ت��اب��ع��ی ف��ق��ط

µ(z) = e

∫
R(z)dz

اس��ت. ان��ت��گ��رال��س��از ع��ام��ل

ک��ه اس��ت ای��ن ب��اش��د، xy ح��س��ب ب��ر ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل داری م��ع��ادل��ه ای��ن��ک��ه ش��رط .٣٣.١ ن��ت��ی��ج��ه

z = xy ⇒ zx = y, zy = x

⇒ R(xy) =
My −Nx

yN − xM

ب��اش��د. داش��ت��ه ب��س��ت��گ��ی xy ب��ه ف��ق��ط

ک��ن��ی��د. ح��ل را (۱+ y۲)dx+ xydy = ۰ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .٣۴.١ م��ث��ال

M(x, y) = ۱+ y۲ ⇒My = ۲y
N(x, y) = xy ⇒ Nx = y

⇒My ̸= Nx



٢۵ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

دارد. ب��س��ت��گ��ی x ب��ه ف��ق��ط My−Nx

N = ۲y−y
xy = ۱

x = R(x) ن��ی��س��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

⇒ µ(x) = e

∫
R(x)dx

اس��ت ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل

µ(x) = e

∫ ۱
x
dx

= elnx = x

×x ⇒ x(۱+ y۲)dx+ x۲ydy = ۰

⇒
M(x, y) = x(۱+ y۲) ⇒My = ۲xy
N(x, y) = x۲y ⇒ Nx = ۲xy

⇒My = Nx

ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

∃ψ(x, y)
ψx = x(۱+ y۲) (۱)
ψy = x۲y (۲)

م��ی�ک��ن��ی��م. ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری x ب��ه ن��س��ب��ت (۱) از

ψ(x, y) =

∫
x(۱+ y۲)dx

= ۱
۲x

۲(۱+ y۲) + h(y)

⇒ ψy = x۲y + h
′
(y)

(۲)
= x۲y

⇒ h
′
(y) = ۰

⇒ h(y) = c۱

⇒ ψ(x, y) = ۱
۲x

۲(۱+ y۲) = c م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را ydx+ (۲x− xy + ۲)dy = ۰ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .٣۵.١ م��ث��ال

M(x, y) = y ⇒My = ۱
N(x, y) = ۲x− xy + ۲ ⇒ Nx = ۲− y

⇒My ̸= Nx

y �ه ب� �ط �ق� ف� My−Nx

−M = ۱−۲+y
−y = ۱−y

y = ۱
y − ۱ = R(y) �ع �اب� ت� �ت. �س� �ی� ن� �ل �ام� ک� �ه �ادل� �ع� م�



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢۶

دارد. ب��س��ت��گ��ی

⇒ µ(y) = e

∫
R(y)dy

اس��ت ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل

µ(y) = e

∫
(
۱
y
− ۱)dy

= eln y−y = ye−y

×ye−y ⇒ y۲e−ydx+ ye−y(۲x− xy + ۲)dy = ۰

⇒
M(x, y) = y۲e−y ⇒My = ۲ye−y − y۲e−y

N(x, y) = ye−y(۲x− xy + ۲) ⇒ Nx = ۲ye−y − y۲e−y

ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه My = Nx

∃ψ(x, y)
ψx = y۲e−y (۱)
ψy = ye−y(۲x− xy + ۲) (۲)

م��ی�گ��ی��ری��م ان��ت��گ��رال x ب��ه ن��س��ب��ت (۱) از

ψ(x, y) = y۲xe−y + h(y)

⇒ ψy = ۲xye−y − y۲xe−y + h
′
(y)

ψy = N
(۲)⇒ ۲xye−y − y۲xe−y + h

′
(y) = ye−y(۲x− xy + ۲)

⇒ h
′
(y) = ۲ye−y

⇒ h(y) =

∫
۲ye−ydy

y = u⇒ dy = du

e−ydy = dv ⇒ v = −e−y

⇒ h(y) =

∫
۲ye−ydy = −۲ye−y + ۲

∫
e−ydy

⇒ h(y) = −۲ye−y − ۲e−y

⇒ ψ(x, y) = y۲xe−y − ۲ye−y − ۲e−y = c

▲



٢٧ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ک��ن��ی��د. ح��ل را x(۱− xy)dy = y(۱+ xy)dx م��ع��ادل��ه .٣۶.١ م��ث��ال

y(۱+ xy)dx− x(۱− xy)dy = ۰

M(x, y) = y(۱+ xy) ⇒My = ۱+ ۲xy
N(x, y) = −x(۱− xy) ⇒ Nx = −۱+ ۲xy

⇒My ̸= Nx

ن��ی��س��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

My −Nx = ۱+ ۲xy + ۱− ۲xy = ۲

R(xy) =
My −Nx

yN − xM
=

۲
−xy(۱− xy)− xy(۱+ xy)

=
−۱
xy

و اس��ت xy از ت��اب��ع��ی µ(x, y) ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل دارای م��ع��ادل��ه ن��ت��ی��ج��ه در

µ(xy) = e

∫
R(xy)d(xy)

µ(xy) = e

∫
−d(xy)
xy = e− ln(xy) = ۱

xy

y(۱+ xy)dx− x(۱− xy)dy = ۰ ش��ده داده م��ع��ادل��ه

× ۱
xy ⇒ ۱

x(۱+ xy)dx− ۱
y (۱− xy)dy = ۰

⇒
M(x, y) = ۱

x(۱+ xy) ⇒My = ۱
N(x, y) = − ۱

y (۱− xy) ⇒ Nx = ۱
⇒My = Nx

ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

∃ψ(x, y)
ψx = ۱

x + y (۱)
ψy = − ۱

y + x (۲)

م��ی�گ��ی��ری��م ان��ت��گ��رال x ح��س��ب ب��ر (۱) از

ψ(x, y) = lnx+ xy + h(y)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٨

م��ی�گ��ی��ری��م. م��ش��ت��ق y ب��ه ن��س��ب��ت ψ از

⇒ ψy = x+ h
′
(y)

ψy = N
(۲)⇒ x+ h

′
(y) = − ۱

y + x

⇒ h
′
(y) = − ۱

y

⇒ h(y) = − ln y

⇒ ψ(x, y) = lnx+ xy − ln y = c.

▲

.٣٧.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) (e−x + sin y)dx+ cos ydy = ۰

(ب) ( yx ln(ln y) +
۲
۳xy

۴)dx+ ( lnxln y + x۲y۳)dy = ۰

(ج) (۱+ y۲)dx+ xydy = ۰

(د) (x− cos y)dx− sin ydy = ۰

(ه) xdy − ydx = x۲ydy

(ی) xy
′
+ y − x(۱− x۲y۲)

۱
۲ = ۰

ب��ی��اب��ی��د. را z = x+ y از ت��اب��ع��ی ص��ورت ب��ه ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل داش��ت��ن ش��رط .٣٨.١ ت��م��ری��ن

ه��م��گ��ن م��ع��ادلات ۶.١

ح��ال اس��ت. y′ = f(x, y) ش��ک��ل ب��ه اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ک��ل��ی ش��ک��ل ک��ه ی��م دار ی��اد ب��ه
�ه �ادل� �ع� م� �ه، �ادل� �ع� م� �ن ای� �ه ب� �م، �ی� �س� �وی� �ن� ب� yx �س��ب �رح� ب� �ی �ع� �اب� ت� �ل �ک� ش� �ه ب� را f(x, y) �ع �اب� ت� �م �ی� �وان� �ت� ب� �ر گ� ا
ی��ک ب��ه را م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان زی��ر ف��رم ب��ه س��اده م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ی��ک ب��ا ص��ورت ای��ن در گ��وی��ی��م. ه��م��گ��ن

ک��ن��ی��م. ح��ل و ت��ب��دی��ل ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه
ی��م: دار پ��س .z := y

x م��ی�ده��ی��م ق��رار

y = xz ⇒ dy

dx
= z + x

dz

dx



٢٩ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

م��ی�ش��ود: ت��ب��دی��ل زی��ر ف��رم ب��ه y′ = f( yx) م��ع��ادل��ه ن��ت��ی��ج��ه در

y′ = f( yx) =⇒ z + x dzdx = f(z)

=⇒ x dzdx = f(z)− z

=⇒ dz
f(z)−z = dx

x

اس��ت. ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه

ن��ی��س��ت. ه��م��گ��ن (ج) م��ع��ادل��ه و ه��س��ت��ن��د ه��م��گ��ن (ب) و (ال��ف) م��ع��ادلات .٣٩.١ م��ث��ال

(ال��ف) dy
dx = y۲+۲xy

x۲
= ( yx)

۲ + ۲( yx)

(ب) dy
dx = lnx− ln y + x+y

x−y = ln x
y +

۱+ y
x

۱− y
x

(ج) dy
dx = y۳+۲xy

x۲

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴٠.١ م��ث��ال

۲xyy′ = ۳y۲ − x۲

y′ = ۳
۲
y
x − ۱

۲
x
y = ۳

۲
y
x − ۱

۲
۱
y
x

ن��ت��ی��ج��ه در .z := y
x م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

y = xz ⇒ y′ = z + xz′ ⇒ z + xz′ =
۳
۲ z −

۱
۲z

ی��م: دار ج��داش��دن��ی، م��ع��ادل��ه ن��وش��ت��ن و س��اده�س��ازی ان��ج��ام ب��ا

xz′ = ۳
۲ z −

۱
۲z − z = z۲−۱

۲z
⇒ ۲zdz

z۲−۱ =
dx
x

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه z ط��رف��ی��ن از ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ∫ب��ا ۲zdz
z۲ − ۱ =

∫
dx

x
⇒ ln |z۲ − ۱| = ln |x|+ c۱



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٣٠

م��ی�ده��ی��م. اث��ر را e ت��اب��ع ط��رف��ی��ن ب��ه ln ب��ردن ب��ی��ن از ب��رای

z۲ − ۱ = cx (c = ec۱)

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری y
x ه��م��ان را z ح��ال

(
y

x
)۲ − ۱ = cx⇒ y۲ = cx۳ + x۲.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴١.١ ت��م��ری��ن

(x−√
xy)y′ = y

�ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� را �گ��ن �م� �ره� �ی� غ� �ادلات �ع� م� �ع��ض��ی ب� �وان �ی�ت� م� �ا آی� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ط��رح م� �رس��ش پ� ای��ن �ال ح�
y′ = x+y+۱

x−y+۳ م��ع��ادل��ه م��ی�ت��وان آی��ا م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه ک��رد؟ ت��ب��دی��ل ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ب��ه م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر
اس��ت. م��ث��ب��ت س��ؤال ای��ن ج��واب ک��رد؟ ه��م��گ��ن را

�اس��ب �ن� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� ول��ی �ی��س��ت ن� �گ��ن �م� ه� y′ = f(x, y) �ادل��ه �ع� م� �اه��ی گ� �ل��ی ک� �ال��ت ح� در
ک��رد. ه��م��گ��ن را آن م��ی�ت��وان

م��ی�ک��ن��ی��م: ب��ررس��ی را زی��ر ح��ال��ت س��ه ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را y′ = F ( ax+by+cdx+ey+f ) م��ع��ادل��ه
ی��م دار ص��ورت ای��ن در .f = ۰ و c = ۰ اول. ح��ال��ت

y′ = F (
a+ b yx
d+ e yx

)

اس��ت. ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه
.ae = bd و f ̸= ۰ ی��ا c ̸= ۰ دوم. ح��ال��ت

م��ت��غ��ی��ر م��ی�ت��وان��ی��م را αx+ βy ص��ورت ب��ه y و x از م��ن��اس��ب خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ی��ک ص��ورت ای��ن در
ب��س��ت��گ��ی d و c ،b ،a م��ق��ادی��ر ب��ه β و α (م��ق��ادی��ر ک��ن��ی��م. س��اده را م��ع��ادل��ه و ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ج��دی��دی

دارد.

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴٢.١ م��ث��ال

dy

dx
=

x+ y + ۱
۲x+ ۲y + ۳



٣١ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ی��م: دار پ��س z := x+ y م��ی�ده��ی��م ق��رار .ae = bd م��ع��ادل��ه ای��ن در

z′ = ۱+ y′

ی��م: دار م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی از پ��س و

z′ − ۱ = z + ۱
۲z + ۳

اس��ت. ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه

z′ = z+۱
۲z+۳ + ۱ = ۳z+۴

۲z+۳ ⇒ ۲z+۳
۳z+۴dz = dx

⇒
∫ ۲z + ۳

۳z + ۴dz =
∫
dx

⇒ ۲
۳

∫
z + ۳

۲
z + ۴

۳
dz = x+ c

⇒ ۲
۳

∫
z + ۴

۳ + ۱
۶

z + ۴
۳

dz = x+ c

⇒ ۲
۳z +

۱
۹ ln |z +

۴
۳ | = x+ c

⇒ ۲
۳(x+ y) + ۱

۹ ln |x+ y + ۴
۳ | = x+ c.

▲

.ae ̸= bd و f ̸= ۰ ی��ا c ̸= ۰ س��وم. ح��ال��ت
ض��رای��ب ب��ه k و h ک��ه y = Y + k و x = X + h م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ح��ال��ت ای��ن در

ص��ورت: ای��ن در ک��ه ی��م دار ت��وج��ه م��ی�ک��ن��ی��م. ه��م��گ��ن را م��ع��ادل��ه دارد، ب��س��ت��گ��ی a, b, c, d, e, f

dY

dX
=
dy

dx

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴٣.١ م��ث��ال

dy

dx
=
x+ y + ۱
x− y + ۳ , ae ̸= bd



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٣٢

م��ی�ده��ی��م: ق��رار

x = X + h

y = Y + k
⇒ dY

dX
=
X + Y + h+ k + ۱
X − Y + h− k + ۳

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه ب��ای��د ش��ود ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ای��ن��ک��ه ب��رای

{
h+ k + ۱ = ۰
h− k + ۳ = ۰

⇒
h = −۲
k = ۱

ی��م: دار م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی ب��ا

dY

dX
=
X + Y

X − Y
=

۱+ Y
X

۱− Y
X

اس��ت. ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ک��ه

z = Y
X ⇒ Y = Xz

⇒ Y ′ = Xz′ + z

⇒ Xz′ + z = ۱+z
۱−z

⇒ Xz′ = ۱+z
۱−z − z

⇒ Xz′ = z۲+۱
۱−z

⇒ ۱−z
z۲+۱dz =

dX
X

⇒
∫

dz

z۲ + ۱ −
∫

z

z۲ + ۱dz = ln |X|+ c

⇒ tan−۱ z − ۱
۲ ln(۱+ z۲) = ln |X|+ c.

ی��م: دار z = Y
X = y−۱

x+۲ چ��ون

tan−۱(
y − ۱
x+ ۲)−

۱
۲ ln(۱+ (

y − ۱
x+ ۲)

۲) = ln |x+ ۲|+ c.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .۴۴.١ ت��م��ری��ن



٣٣ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

(ال��ف) ۲xyy′ + x۲ − y۲ = ۰

(ب) (x− ۳y + ۳)dx− (۲x− ۶y + ۱)dy = ۰

م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ٧.١

م��ع��ادل��ه و ک��ن��ی��م اع��م��ال م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ی��ک اس��ت ک��اف��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ح��ل ب��رای گ��اه��ی
�ی��ر �ی� ت��غ� از ه��م��گ��ن م��ع��ادلات و ب��رن��ول��ی م��ع��ادلات ح��ل در ب��لا� ق� �ی��م. �ن� ک� �ب��دی��ل ت� س��اده�ت��ری م��ع��ادل��ه ب��ه را

ک��رده�ای��م. اس��ت��ف��اده م��ت��غ��ی��ر
�اده �ف� �ت� اس� �ه �ادل� �ع� م� �ازی �اده�س� س� �رای ب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� از �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ل ح� �ال �ث� م� �د �ن� چ� �ر زی� در
�ود وج� �ی �ص� �خ� �ش� م� �ول �رم� ف� روش �ن ای� �رای ب� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در �ه ک� �م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه �وج� ت� �د �ای� ب� �م. �رده�ای� ک�

دارد. ب��س��ت��گ��ی م��ع��ادل��ه ش��ک��ل ب��ه ک��ام��لا ک��ن��ی��م، اع��م��ال م��ت��غ��ی��ری ت��غ��ی��ی��ر چ��ه ای��ن��ک��ه و ن��دارد

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .۴۵.١ م��ث��ال

x(۲yy′ + ۲x) = xe
x۲+y۲

x + (x۲ + y۲) (٨.١)

داری��م: ن��ت��ی��ج��ه در z := x۲+y۲

x م��ی�ده��ی��م ق��رار

z′ =
dz

dx
=
x(۲x+ ۲yy′)− (x۲ + y۲)

x۲

ی��م: دار ،٨.١ م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی ب��ا

x(۲x+۲yy′)−(x۲+y۲)
x۲

= e
x۲+y۲

x

x

⇒ z′ = ez

x ⇒ e−zdz = dx
x

⇒ −e−z = ln |x|+ c⇒ −e−
x۲+y۲

x = ln |x|+ c.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴۶.١ م��ث��ال

y′ = ۲y
x
+ x tan

y

x۲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٣۴

.y′ = x۲z′ + ۲xz ب��ن��اب��رای��ن y = zx۲. ن��ت��ی��ج��ه در ،z := y
x۲

م��ی�ده��ی��م ق��رار
ی��م: دار م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی ب��ا

x۲z′ + ۲xz = ۲zx+ x tan z ⇒ xz′ = tan z

⇒ dz
tan z = dx

x ⇒
∫

cos z

sin z
dz = ln |x|+ c۱

⇒ ln | sin z| = ln |x|+ c۱

⇒ | sin z| = cx (c = ec۱)

⇒ | sin y
x۲
| = cx.

▲

.۴٧.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) yy′ sinx = cos(sinx− y۲)

(ب) (۱+ y۲) + (x− etan
−۱ y)y′ = ۰

(ج) xy′ = e−xy − y

(د) y′ = xy + ۲y ln y y(۰) = ۱

واب��س��ت��ه و م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر ن��ق��ش ت��غ��ی��ی��ر ٨.١

ب��ا آن��گ��اه ،y = f(x) ی��ع��ن��ی ده��ی��م، ن��م��ای��ش y ب��ا را واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر و x ب��ا را م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر گ��ر ا
م��ت��غ��ی��ر ن��ق��ش دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .x = f−۱(y) ب��ن��وی��س��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م y ت��اب��ع م��ع��ک��وس�پ��ذی��ری ف��رض
ک��ار ای��ن دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ح��ل ب��رای م��وارد از ب��ع��ض��ی در م��ی�ک��ن��ی��م. ع��وض را واب��س��ت��ه و م��س��ت��ق��ل

م��ی�دان��ی��م. را آن ح��ل ک��ه ش��ود ت��ب��دی��ل ف��رم�ه��ای��ی از ی��ک��ی ب��ه م��ع��ادل��ه م��ی�ش��ود، ب��اع��ث
و x را �ول �ه� �ج� م� �ع �اب� ت� dxdy در �ه �ادل� �ع� م� �ن �ی� �رف� ط� ض��رب �ا ب� ، dydx ج��ای �ه ب� اس��ت �اف��ی ک� �ار ک� �ن ای� �رای ب�

ک��ن��ی��م. ح��ل را م��ع��ادل��ه و ب��گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در y را م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر



٣۵ اول م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴٨.١ م��ث��ال

y′ = ۱
x(۱+xey)

x(۱+ xey)y′ = ۱
×dx
dy =⇒ x(۱+ xey) = dx

dy

x′ − x = x۲ey ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه

ب��ده��ی��د ادام��ه را ح��ل

.x۲x′ − x−۱ = ey ،x−۲ در ط��رف��ی��ن ض��رب .١

z = x−۱ ⇒ dz
dy = z′ = −x−۲x′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر .٢

اس��ت. اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه −z′ − z = ey ج��دی��د م��ع��ادل��ه .٣

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .۴٩.١ م��ث��ال

ydx+ x(xy۳ + ۱)dy = ۰

ب��گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در dx
dy ب��ه ن��س��ب��ت را م��ع��ادل��ه م��ی�ک��ن��ی��م س��ع��ی ن��ی��س��ت. خ��ط��ی y′ ب��ه ن��س��ب��ت م��ع��ادل��ه

y dxdy + x(xy۳ + ۱) = ۰
⇒ yx′ + x+ x۲y۳ = ۰
⇒ x′ + ۱

yx = −x۲y۲ ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه

.x−۲x′ + ۱
yx

−۱ = −y۲ .x−۲ در ط��رف��ی��ن ض��رب .١

z = x−۱ ⇒ dz
dy = −x۲x′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر .٢

اس��ت. اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه −z′ + ۱
yz = −y۲ ج��دی��د م��ع��ادل��ه .٣

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را y′ = ۲xy
x۲−y۲−۴ م��ع��ادل��ه .۵٠.١ م��ث��ال

×dx
dy =⇒ (x۲ − y۲ − ۴)y′ = ۲xy

x۲ − y۲ − ۴ = ۲xyx′



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٣۶

در .z − y۲ − ۴ = yz
′ �م داری� �س پ� . dzdy = z′ = ۲xx′ �م ی� دار ،z = x۲ �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب�
اس��ت. اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه z′ − ۱

yz = −y۲ − ۴ ن��ت��ی��ج��ه

µ(y) = e

∫
− ۱
y
dy

= ۱
y ⇒

d(z ۱
y
)

dy = −y − ۴y−۱ ⇒
z ۱
y = − ۱

۲y
۲ − ۴ ln y + c ⇒ x۲

y = − ۱
۲y

۲ − ln y۴ + c

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .۵١.١ ت��م��ری��ن

(ال��ف) xy′ + y = ۲x۲y′ ln y y(۱) = e

(ب) xy′(x− ۱+ xey) = ۱

(ج) ydx− (۲xy − e۲y)dy = ۰

م��روری ت��م��ری��ن�ه��ای ٩.١

ن��م��ای��ی��د. ح��ل اس��ت م��ن��اس��ب ک��ه روش ه��ر ب��ه را زی��ر م��ع��ادلات

(ال��ف) xdy = (x۲y۲(۱+ ex)− y)dx

(ب) yey = (y۳ + ۲xey)y′

(پ) (xy + y۲)dx+ (xy − x۲)dy = ۰

(ت) ۲xyy′ + (۱+ x)y۲ = ex

(ث) y۲ + (x۲ − xy + y۲)y′ = ۰

(ج) (۲+ ۲x۲y ۱
۲ )ydx+ (x۲y

۱
۲ + ۲)xdy = ۰

(چ) (x− ln y + y lnx)dx+ x(ln y − lnx)dy = ۰

(ح) ydx+ (۲x− xy + ۲)dy = ۰

(خ) ۲yy′ + y۲ sinx− sinx = ۰



٢ ف��ص��ل

دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

�ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای �م. �وی� م��ی�ش� �ا �ن� آش� خ��ط��ی دوم �ب��ه �رت� م� �ی��ل �ران��س� �ف� دی� �ع��ادلات م� ح��ل �ا ب� ف��ص��ل ای��ن در
را �ه �ب� �رت� م� �اه��ش ک� روش �پ��س س� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� را �ی �ادلات� �ع� م� �ن �ی� �ن� چ� �ای �واب�ه� ج� �ار �ت� �اخ� س� �دا �ت� اب�
را �اب��ت ث� �رائ��ب ض� �ا ب� دوم �ه �ب� �رت� م� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� �ل ح� �ای روش�ه� �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب�
�ادلات �ع� م� �ل ح� �رای ب� �ن �ی� �ع� �ام� ن� �ب �رائ� ض� و �ر �ت� �ارام� پ� �ر �ی� �ی� �غ� ت� روش دو �ا ب� �ت �ای� �ه� ن� در و �رده ک� �ان �ی� ب�
در م��خ��ت��ل��ط، اع��داد م��ح��اس��ب��ات ب��ه ن��ی��از دل��ی��ل ب��ه م��ی�ش��وی��م. آش��ن��ا غ��ی��ره��م��گ��ن دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان م��خ��ت��ل��ط اع��داد ب��ا آش��ن��ای��ی از م��خ��ت��ص��ری ی��ادآوری ادام��ه

م��خ��ت��ل��ط اع��داد ب��ا آش��ن��ای��ی ١.٢

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R ،R �ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� و Q �ا �وی� گ� ،Z �ی��ح �ح� ص� ،N �ع��ی �ی� �ب� ط� �داد اع� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب�
�ه ک� �م �وی� �ی�ش� م� �ا �ن� آش� �ط١ �ل� �ت� �خ� م� �داد اع� �ام ن� �ه ب� �داد اع� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ا �ج� �ن� ای� در �م. �ی� �ت� �س� ه� �ا �ن� آش�

ب��ردارد. در زی��رم��ج��م��وع��ه ع��ن��وان ب��ه را ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ه��م��ه م��ج��م��وع��ه
زوج�ه��ای �م��ه ه� �م��وع��ه م��ج� از �ارت��س��ت �ب� ع� �ی��م م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� C �ا ب� را آن ک��ه �ل��ط �ت� م��خ� اع��داد �م��وع��ه م��ج�

م��رت��ب

C = {(x, y) : x, y ∈ R}.

�ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� z �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ت �م� �س� ق� را x �دد ع� ،z = (x, y) ∈ C �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �رای ب�
�ا ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �وم� �وه� م� �ت �م� �س� ق� را y �دد ع� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م. �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� Re(z) = x

١Compelex Number
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م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Im(z) = y

ن��ظ��ر در ص��ف��ر م��وه��وم��ی ق��س��م��ت ب��ا م��خ��ت��ل��ط ع��دد ی��ک م��ی�ت��وان را ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ک��ه اس��ت واض��ح
�ه �ح� �ف� ص� در �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� �ت �ق� �ی� �ق� ح� در �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ر ه� �ی �دس� �ن� ه� �ر �ظ� ن� از .R ⊆ C �ی �ن� �ع� ی� �ت، �رف� گ�

اس��ت. م��خ��ت��ص��ات
م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف را ض��رب و ج��م��ع ع��م��ل دو م��خ��ت��ل��ط اع��داد ب��رای زی��ر در

�ر زی� �ورت ص� �ه ب� را �رب ض� و �ع �م� ج� �ل �م� ع� دو z۱, z۲ �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� دو �ر ه� �رای ب� .١.٢ ت��ع��ری��ف
.z۲ = (x۲, y۲) و z۱ = (x۱, y۱) ک��ن��ی��د ف��رض م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف

z۱ + z۲ = (x۱, y۱) + (x۲, y۲) = (x۱ + x۲, y۱ + y۲)

z۱ · z۲ = (x۱, y۱) · (x۲, y۲) = (x۱x۲ − y۱y۲, x۱y۲ + y۱x۲).

▲

م��خ��ت��ل��ط ع��دد ض��رب و ج��م��ع خ��واص

ح��ق��ی��ق��ی اع��داد ض��رب و ج��م��ع اع��م��ال خ��واص و م��خ��ت��ل��ط اع��داد ض��رب و ج��م��ع ت��ع��ری��ف ب��ه ت��وج��ه ب��ا
اس��ت. ب��رق��رار زی��ر خ��واص ک��ه دی��د م��ی�ت��وان راح��ت��ی ب��ه

ج��اب��ه�ج��ای��ی خ��اص��ی��ت (ال��ف)

∀z۱, z۲ ∈ C
z۱ + z۲ = z۲ + z۱

z۱ · z۲ = z۲ · z۱

ش��رک��ت�پ��ذی��ری خ��اص��ی��ت (ب)

∀z۱, z۲, z۳ ∈ C
z۱ + (z۲ + z۳) = (z۱ + z۲) + z۳

z۱ · (z۲ · z۳) = (z۱ · z۲) · z۳

پ��خ��ش��ی خ��اص��ی��ت (ج)

∀z۱, z۲, z۳ ∈ C z۱ · (z۲ + z۳) = z۱ · z۲ + z۱ · z۳
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خ��ن��ث��ی ع��ض��و (د)

∀z = (x, y) ∈ C
z + (۰, ۰) = (x, y) + (۰, ۰) = z, (۰, ۰) = ج��م��ع خ��ن��ث��ی ع��ض��و
z · (۱, ۰) = z, (۱, ۰) = ض��رب خ��ن��ث��ی ع��ض��و

ق��ری��ن��ه ع��ض��و (ه)

∀z = (x, y) ∈ C
−z = (−x,−y)
z + (−z) = (۰, ۰)

ک��ه دی��د م��ی�ت��وان راح��ت��ی ب��ه .٢.٢ م��ث��ال

(۰, ۱) · (y, ۰) = (۰× y − ۱× ۰, ۰× ۰+ ۱× y) = (۰, y) (١.٢)

(۰, ۱) · (۰, ۱) = (۰× ۰− ۱× ۱, ۰× ۱+ ۱× ۰) = (−۱, ۰) (٢.٢)

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ازن��وی��س��ی را (x, y) م��خ��ت��ل��ط ع��دد ب��الا م��ث��ال دو ب��ه ت��وج��ه ب��ا

(x, y) = (x, ۰) + (۰, y)
(x, y) = (x, ۰) + (۰, ۱) · (y, ۰) ١.٢ ط��ب��ق

(٣.٢)

▲

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش i ن��م��اد ب��ا را (۰, ۱) م��خ��ت��ل��ط ع��دد ق��رارداد:

i := (۰, ۱)

ک��ه م��ی�ده��د ن��ش��ان ٢.٢ راب��ط��ه ق��رارداد ای��ن ب��ا

i۲ = i× i = −۱

ن��وش��ت: زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را ٣.٢ راب��ط��ه و

z = (x, y) = x+ iy



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۴٠

�م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش x+ iy ب��ا را z = (x, y) م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ق��رارداد:
ب��ن��وی��س��ی��م. زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان��ی��م را م��خ��ت��ل��ط ع��دد دو ض��رب و ج��م��ع

(x۱ + iy۱) + (x۲ + iy۲) = (x۱ + x۲) + i(y۱ + y۲)

(x۱ + iy۱) · (x۲ + iy۲) = (x۱x۲ − y۱y۲) + i(x۱y۲ + y۱x۲).

.٣.٢ م��ث��ال

(−۱+ ۳i) + (۲− ۵i) = ۱− ۲i
(−۱+ ۳i) · (۲− ۵i) = (−۲+ ۱۵) + i((−۱)(−۵) + ۳× ۲) = ۱۳+ ۱۱i
(۱+ i) · i = i− i۲ = i− ۱

▲

�ا ب� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� �رب ض� �د �ن� �ان� م� �وان �ی�ت� م� را �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� دو �رب ض� �ق��ت �ی� �ق� ح� در .۴.٢ ن��ک��ت��ه
ده��ی��م. ق��رار −۱ ع��دد ،i۲ ج��ای ب��ه و داد ان��ج��ام آن خ��واص از اس��ت��ف��اده

(x۱ + iy۱) + (x۲ + iy۲) = x۱(x۲ + iy۲) + iy۱(x۲ + iy۲)

= x۱x۲ + ix۱y۲ + iy۱x۲ + i۲y۱y۲

= (x۱x۲ − y۱y۲) + i(x۱y۲ + y۱x۲)

و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش z ن��م��اد ب��ا را z م��زدوج ،z = x+ iy م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ب��رای .۵.٢ ت��ع��ری��ف
▲ .z = x− iy م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف

ن��م��ای��ش z−۱ ن��م��اد ب��ا را z وارون ،z = x+ iy ص��ف��ر غ��ی��ر م��خ��ت��ل��ط ع��دد ه��ر ب��رای .۶.٢ ت��ع��ری��ف
ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م z م��ط��ل��ق ق��در را

√
x۲ + y۲ م��ق��دار .z−۱ = x−iy

x۲+y۲
م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف و م��ی�ده��ی��م

ح��ق��ی��ق��ت در م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش |z|

zz−۱ = (x+ iy) · (x− iy)

x۲ + y۲
=

۱
x۲ + y۲

[(x۲ + y۲) + i۰] = ۱

▲
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ب��ن��وی��س��ی��د. x+ iy ف��رم ب��ه را −۱+۳i
۲+۵i ع��دد .٧.٢ م��ث��ال

z = −۱+۳i
۲+۵i = (−۱+ ۳i)(۲+ ۵i)−۱

= (−۱+ ۳i) ۲−۵i
۲۹ = ۱

۲۹(−۱+ ۳i)(۲− ۵i)
= ۱

۲۹(۱۳+ ۱۱i) = ۱۳
۲۹ +

۱۱
۲۹ i

آورد. دس��ت ب��ه زی��ر ص��ورت ب��ه را م��خ��ت��ل��ط ع��دد دو ت��ق��س��ی��م م��ی�ت��وان ک��ل��ی ح��ال��ت در

z

w
= zw−۱ =

zw

|w|۲
.

▲

م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه زی��ر خ��واص ب��الا ت��ع��اری��ف از راح��ت��ی ب��ه .٨.٢ ن��ک��ت��ه

(ال��ف) (z + w) = z + w

(ب) (zw) = z · w

(ج) zn = zn

(د) zz = |z|۲

(ه) ( z۱z۲ ) =
z۱
z۲

(و) |z۱ + z۲| ≤ |z۱|+ |z۲|

(ی) |z۱z۲| = |z۱| · |z۲|

گ��رف��ت. ن��ظ��ر در −۱ دوم ری��ش��ه را i م��ی�ت��وان دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه .i۲ = −۱ ک��ه دی��دی��م .٩.٢ ن��ت��ی��ج��ه
ب��رای �ی �ل� ک� �ال��ت ح� در اس��ت، −۱ دوم �ه �ش� ری� �ز �ی� ن� −i �ن��ی �ع� ی� (−i)۲ = i۲ = −۱ �م داری� �ی��ن �ن� �چ� �م� ه�

ب��ن��وی��س��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م c م��ث��ب��ت ح��ق��ی��ق��ی ع��دد

√
−c =

√
−۱

√
c =

+
−
√
c · i

ص��ورت ب��ه ی��ش��ه�ه��ا ر ک��ه ax۲ + by + c = ۰ م��ع��ادل��ه در ن��ت��ی��ج��ه در

x =
−b

+
−

√
b۲ − ۴ac
۲a
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ی��م: دار ،∆ = b۲ − ۴ac < ۰ گ��ر ا اس��ت،

x =
−b
۲a

+
−

√
∆

۲a =
−b
۲a

+
− i

√
−∆

۲a

x۲ =
−b
۲a − i

√
−∆
۲a و x۱ = −b

۲a + i
√
−∆
۲a م��خ��ت��ل��ط ری��ش��ه دو دارای م��ع��ادل��ه ح��ال��ت ای��ن در و

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��دی��گ��ر م��زدوج ی��ش��ه ر دو و اس��ت

ب��ی��اب��ی��د. را x۲ − x+ ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه ی��ش��ه�ه��ای ر .١٠.٢ م��ث��ال

∆ = b۲ − ۴ac = (−۱)۲ − ۴ = −۳ < ۰
x = −b

۲a
+
− i

√
∆
۲a = ۱

۲
+
−

√
−۳
۲ = ۱

۲
+
− i

√
۳
۲

x۱ =
۱
۲ + i

√
۳
۲ , x۲ =

۱
۲ − i

√
۳
۲ .

▲

ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات

ه��ر �ا �ن��ج� ای� در اس��ت. R۲ ف��ض��ای در �ه �ق��ط� ن� ی��ک �ق��ت �ی� �ق� ح� در �ل��ط �ت� �خ� م� ع��دد �ر ه� �م �دی� دی� �ه ک� �ور �ان��ط� �م� ه�
دارد. ن��ام ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش (r, θ) م��خ��ت��ص��ات ب��ا را م��خ��ت��ل��ط ع��دد

x = r cos θ

y = r sin θ
⇒

{
r۲ = x۲ + y۲

tan θ = y
x
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⇒

{
r =

√
x۲ + y۲ اس��ت م��ط��ل��ق ق��در r

θ = tan−۱ y
x م��ی�ن��ام��ی��م z آرگ��وم��ان را θ

z = x+ iy = r cos θ + i sin θ.

ب��ن��وی��س��ی��د. ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات ح��س��ب ب��ر را زی��ر اع��داد .١١.٢ م��ث��ال

(ال��ف) z = i ⇒

{
x = ۰
y = ۱

⇒

{
r = ۱
θ = tan−۱ ۱

۰ =
π
۲

⇒ z = i = cos π۲ + i sin π
۲

(ب) z = ۱+ i ⇒

{
x = ۱
y = ۱

⇒

{
r =

√
۲

θ = tan−۱ ۱
۱ =

π
۴

⇒ z = ۱+ i = cos π۴ + i sin π
۴

▲

م��خ��ت��ل��ط ن��م��ای��ی ت��اب��ع

م��ی�ک��ن��ی��م: ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه را م��خ��ت��ل��ط ن��م��ای��ی ت��اب��ع .١٢.٢ ت��ع��ری��ف

ez =
∞∑
n=۰

z۲

n!
= ۱+ z +

z۲

۲! +
z۳

۳! + · · ·

▲

اس��ت. زی��ر خ��اص��ی��ت دارای ح��ق��ی��ق��ی ن��م��ای��ی ت��اب��ع م��ان��ن��د ن��ی��ز م��خ��ت��ل��ط ن��م��ای��ی ت��اب��ع

ez۱+z۲ = ez۱ · ez۲

z = x+ iy گ��ر ا ن��ت��ی��ج��ه در .... و i۵ = −i ،i۴ = ۱ ،i۳ = −i ،i۲ = −۱ م��ی�دان��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن
آن��گ��اه

ez = ex+iy = ex · eiy

eiy = ۱+ iy + (iy)۲

۲! + (iy)۳

۳! + · · ·
= ۱+ iy − y۲

۲! − iy
۳

۳! +
y۴

۴! + iy
۵

۵! − · · ·
= (۱− y۲

۲! +
y۴

۴! − · · · ) + i(y − y۳

۳! +
y۵

۵! − · · · )
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ت��ی��ل��ور ب��س��ط y − y۳

۳! +
y۵

۵! − · · · و cos y ت��اب��ع ت��ی��ل��ور ب��س��ط ۱− y۲

۲! +
y۴

۴! − · · · ک��ه م��ی�دان��ی��م
�ه ب� .ex+iy = ex(cos y + i sin y) و eiy = cos y + i sin y �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت. sin y �اب��ع ت�

م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه اوی��ل��ر ف��رم��ول eiα = cosα+ i sinα ف��رم��ول

eiθ = cos θ + i sin θ اوی��ل��ر ف��رم��ول

�ر گ� ا �ه ک� �م �دی� دی� داد. �ش �ای� �م� ن� �ی �ای� �م� ن� �رم ف� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را �ط �ل� �ت� �خ� م� �دد ع� �ر ه� .١٣.٢ ن��ت��ی��ج��ه
آن��گ��اه ب��اش��د، z ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات θ, r ،z = (x, y)

r =
√
x۲ + y۲,

x = r cos θ,

θ = tan−۱ y
x

y = r sin θ

ن��ت��ی��ج��ه در

z = x+ iy = r cos θ + ir sin θ = r(cos θ + i sin θ)

.z = reiθ اوی��ل��ر ف��رم��ول ب��ه ت��وج��ه ب��ا و

.١۴.٢ م��ث��ال

(ال��ف) eiπ = cosπ + i sinπ = −۱ ⇒ eiπ = −۱

(ب) z = e−۱+iπ۲ = e−۱ei
π
۲ = e−۱(cos π۲ + i sin π

۲ ) ⇒ z = i
e

▲

ق��ط��ب��ی: م��خ��ت��ص��ات ح��س��ب ب��ر م��خ��ت��ل��ط اع��داد روی اع��م��ال .١۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

(ال��ف) z۱ · z۲ = r۱e
iθ۱ · r۲eiθ۲ = r۱r۲e

i(θ۱+θ۲)

(ب) zn = (reiθ)n = rneinθ

(ج) z = (reiθ) = re−iθ

(د) z−۱ = (reiθ)−۱ = ۱
re

−iθ

.١۶.٢ ت��م��ری��ن

ب��ن��وی��س��ی��د. ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات در را
√
۳− i و ۱+ i ع��دد دو ض��رب (ال��ف)
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ب��ی��اب��ی��د. را ( ۱۲ +
۱
۲ i)

۱۰ ع��دد (ب)

ب��ی��اب��ی��د. را z۴ = ۱ م��ع��ادل��ه ی��ش��ه�ه��ای ر (ج)

م��خ��ت��ل��ط. اع��داد ب��رای ن��ی��از م��ورد اط��لاع��ات خ��لاص��ه :١.٢ ج��دول
ق��ط��ب��ی م��خ��ت��ص��ات م��وه��وم��ی و ح��ق��ی��ق��ی م��خ��ت��ص��ات ت��ع��ری��ف

reiθ x+ iy ن��م��ای��ش
r =

√
x۲ + y۲, θ = tan−۱ y

x x = r cos θ, y = r sin θ ارت��ب��اط

r۱e
iθ۱ · r۲eiθ۲ = r۱r۲e

i(θ۱+θ۲)
(x۱ + iy۱) · (x۲ + iy۲) =

(x۱x۲ − y۱y۲) + i(y۱x۲ + x۱y۲)
ض��رب

re−iθ x− iy م��زدوج
۱
re

−iθ x−iy
x۲+y۲

وارون
r |z| =

√
x۲ + y۲ ق��درم��ط��ل��ق

r۱
r۲
ei(θ۱−θ۲) z

w = zw
|w|۲ ت��ق��س��ی��م

ی��ک �ورت ص� �ه ب� را �ا �ارت�ه� �ب� ع� �ل �اص� ح� �ی �ن� �ع� (ی� �د. �ی� ده� �ام �ج� ان� را �ر زی� �ات �ب� �اس� �ح� م� .١٧.٢ ت��م��ری��ن
ب��ن��وی��س��ی��د.) م��خ��ت��ل��ط ع��دد

(ال��ف) (۵− ۶i) + (۳+ ۲i)

(ب) (۴− ۱
۲ i)− (۹+ ۵

۲ )i

(پ) (۲− ۵i)(۴− i)

(ت) (۱− ۲i)(۸− ۳i)

(ث) ۱+۴i
۳+۲i

(ج) ۳+۲i
۱−۴i

(چ) ۱
۱+i

(ح) ۳
۴−۳i
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(خ) i۱۹۹۹

(د)
√
−۲۵

(ذ)
√
−۳

√
−۱۲

(ر) ۱
۲
√
۳−۲i

(ز) (۱−
√
۳i)۵

(ژ) ei
π
۳

(س) e۲πi

(ش) e−iπ

(ص) ei+π

(ض) (۱− i)۸

(ط) (۱+ i)۲۰

دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢.٢

ب��ت��وان��ی��م گ��ر ا اس��ت. F (x, y, y′, y′′) = ۰ ص��ورت ب��ه دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ک��ل��ی ف��رم
اس��ت. y′′

= f(x, y, y
′
) ف��رم ب��ه ب��ن��وی��س��ی��م y′ و y ،x ح��س��ب ب��ر را y′′

غ��ی��رخ��ط��ی و خ��ط��ی دس��ت��ه دو ب��ه را دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادلات ه��م ای��ن��ج��ا در اول، م��رت��ب��ه م��ع��ادلات م��ان��ن��د
م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را دوم م��رت��ب��ه خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ب��ع��د ب��ه ای��ن��ج��ا از م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ق��س��ی��م

خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٣.٢

اس��ت. زی��ر ش��ک��ل ب��ه خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ل��ی ف��رم م��ی�دان��ی��د ک��ه ه��م��ان��ط��ور

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = G(x)



۴٧ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

P (x) �ر ب� را �ن �ی� �رف� ط� �ر گ� ا �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� x �س��ب ح� �ر ب� �ی �ع� �واب� ت� G و R ،Q ،P �ه ک�
م��ی�آی��د. در زی��ر ف��رم ب��ه م��ع��ادل��ه ک��ن��ی��م، ت��ق��س��ی��م

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x).

�ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� را �ه �ادل� �ع� م� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در و �ن �گ� �م� ه� را �ه �ادل� �ع� م� ،g(x) = ۰ ،x �ر ه� �رای ب� �ر گ� ا
م��ی�ن��ام��ی��م.

ی��م: دار ی��ع��ن��ی م��ی�پ��ردازی��م. ه��م��گ��ن خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه ح��ل ب��ه ادام��ه در

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰.

ه��م��گ��ن خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۴.٢

�ع��ادلات م� از �ه �ت� دس� ای��ن �م��وم��ی ع� ج��واب ش��ک��ل �ون��گ��ی �گ� چ� ب��ه �ه �ت� �ک� ن� و �ی��ه ق��ض� �ن��د چ� ط��ی در �ت��دا اب� در
داری��م. ن��ی��از ج��واب�ه��ای��ی چ��ه ب��ه ع��م��وم��ی ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای ک��ه دی��د خ��واه��ی��م و م��ی�پ��ردازی��م

�ای��ش �م� ن� D[y] �ا ب� را y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ �ادل��ه �ع� م� چ��پ ط��رف �ت��ی راح� ب��رای ق��رارداد.

اس��ت. زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��ع��ادل��ه پ��س م��ی�ن��ام��ی��م. دی��ف��ران��س��ی��ل ع��م��ل��گ��ر را آن و م��ی�ده��ی��م

D[y] := y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰.

آن��گ��اه ،q(x) = ۱+ x و p(x) = x۲ گ��ر ا .١٨.٢ م��ث��ال

D[y] = y
′′
+ x۲y

′
+ (۱+ x)y

ی��م: دار ،y = sinx ب��رای م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

D[sin۳x] = (sin۳x)′′ + x۲(sin۳x)′ + (۱+ x) sin۳x
= −۹ sin۳x+ ۳x۲ cos۳x+ (۱+ x) sin۳x.

▲

خ��ط��ی �ی��ب ت��رک� D �ل��گ��ر �م� ع� دی��گ��ر �ب��ارت ع� ب��ه اس��ت. خ��ط��ی �ل��گ��ر �م� ع� ی��ک D �ل��گ��ر �م� ع� .١٩.٢ ق��ض��ی��ه
م��ی�ب��رد. ت��واب��ع ت��ک ت��ک روی ب��ر D اث��ر خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ب��ه را ت��اب��ع��ی چ��ن��د
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ی��م دار ،c۲ و c۱ ث��اب��ت م��ق��ادی��ر و y۲ و y۱ ت��اب��ع دو ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

D[c۱y۱ + c۲y۲] = c۱D[y۱] + c۲D[y۲].

پ��س .D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y ک��ه م��ی�دان��ی��م اث��ب��ات.

D[c۱y۱ + c۲y۲] = (c۱y۱ + c۲y۲)
′′
+ p(x)(c۱y۱ + c۲y۲)

′
+ q(x)(c۱y۱ + c۲y۲)

= c۱y
′′

۱ + c۲y
′′

۲ + c۱p(x)y
′

۱ + c۲p(x)y
′

۲ + c۱q(x)y۱ + c۲q(x)y۲

= c۱(y
′′

۱ + p(x)y
′

۱ + q(x)) + c۲(y
′′

۲ + p(x)y
′

۲ + q(x))

= c۱D[y۱] + c۲D[y۲].

■

y۲ و y۱ خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ه��ر آن��گ��اه ب��اش��ن��د، D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب y۲ و y۱ گ��ر ا .٢٠.٢ ن��ت��ی��ج��ه
اس��ت. D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب ن��ی��ز

و D[y۱] = ۰ �ی �ن� �ع� ی� �ت. اس� D[y] = ۰ �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� y۲ و y۱ �رض ف� �ق �ب� ط� اث��ب��ات.
ک��ه دی��دی��م ق��ب��ل ق��ض��ی��ه در ام��ا .D[y۲] = ۰

D[c۱y۱ + c۲y۲] = c۱D[y۱] + c۲D[y۲]

= c۱۰+ c۲۰ = ۰.

�واب ج� �ی �ن� �ع� ی� �د، �ن� �ی�ک� م� �دق ص� �ه �ادل� �ع� م� در c۱y۱ + c۲y۲ �ی �ن� �ع� ی� �ن ای� و D[c۱y۱ + c۲y۲] �ی �ن� �ع� ی�
■ اس��ت.

�ای��ت �ه� �ی�ن� ب� ،D[y] = ۰ �ه �ادل� �ع� م� از �واب ج� دو �ت��ن داش� �ا ب� �ه ک� �م �دی� �ی� رس� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ن ای� �ه ب� �ا �ج� �ن� ای� �ا ت�
�ؤال س� �ن ای� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �ور ط� �ه ب� �س پ� �د. �ی�آی� م� �ت دس� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �رای ب� c۱y۱ + c۲y۲ �رم ف� �ه ب� �واب ج�

ه��س��ت��ن��د. م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای ه��م��ه ج��واب�ه��ا ای��ن آی��ا ک��ه م��ی�ش��ود م��ط��رح

ی��ک را D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ م��ع��ادل��ه از y۲ و y۱ ج��واب دو .٢١.٢ ت��ع��ری��ف

�ی��ب �رک� ت� �ک ی� �رم ف� �ه ب� �وان �ت� ب� را �ه �ادل� �ع� م� از �واب ج� �ر ه� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �واب ج� �ی �اس� اس� �ه �وع� �م� �ج� م�
�ود وج� c۲ و c۱ �اب��ت ث� �ر �ادی� �ق� م� ،y �واب ج� �ر ه� �رای ب� �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب� �ت. �وش� ن� y۲ و y۱ از �ی �ط� خ�
▲ .y = c۱y۱ + c۲y۲ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه

y۱ = e۳x ک��ن��ی��د ف��رض ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را D[y] = y
′′ − y

′ − ۶y = ۰ م��ع��ادل��ه .٢٢.٢ م��ث��ال
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م��ی�ک��ن��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در y۲ و y۱ ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م راح��ت��ی ب��ه y۲ = ۲e۳x و

D[e۳x] = ۹e۳x − ۳e۳x − ۶e۳x = ۰
D[۲e۳x] = · · · = ۰

�م ه� y �ن��ی �ع� ی� D[e−۲x] = ۴e−۲x + ۲e−۲x − ۶e−۲x = ۰ �اه �گ� آن� ،y = e−۲x �ر گ� ا �ی��ن �ن� �چ� �م� ه�
�م��وع��ه م��ج� y۲ و y۱ پ��س .e−۲x = c۱e

۳x + ۲c۲e۳x ن��وش��ت �م��ی�ت��وان ن� �ز �رگ� ه� �ا ام� اس��ت. ج��واب
▲ ن��ی��س��ت. ج��واب اس��اس��ی

دارد؟ وج��ود ج��واب اس��اس��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک ه��م��ی��ش��ه آی��ا .٢٣.٢ س��ؤال

ک��رد؟ پ��ی��دا ج��واب اس��اس��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک م��ی�ت��وان چ��گ��ون��ه .٢۴.٢ س��ؤال

�ا ب� را g و f �ن �ی� �ک� �س� رن� �د. �ن� �اش� ب� I �ازه ب� �ر ب� �ر �ذی� �ق�پ� �ت� �ش� م� �ع �اب� ت� دو g و f �ر گ� ا .٢۵.٢ ت��ع��ری��ف
.fg′ − gf

′ ت��اب��ع از ع��ب��ارت��س��ت و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش W (f, g)

W (f, g) =

∣∣∣∣∣f g

f
′
g
′

∣∣∣∣∣ = fg
′ − gf

′

▲

آن��گ��اه ،g = cosx و f = sinx گ��ر ا .٢۶.٢ م��ث��ال

W (f, g)(x) = − sin۲ x− cos۲ x = −۱.

▲

،x۰ ∈ I ن��ق��ط��ه ی��ک ازای ب��ه و ب��اش��ن��د D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب دو y۲ و y۱ گ��ر ا .٢٧.٢ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ج��واب اس��اس��ی م��ج��م��وع��ه ی��ک y۲ و y۱ آن��گ��اه ،W (y۱, y۲) ̸= ۰

�م��وع��ه م��ج� ی��ک �م��واره ه� آن��گ��اه �ن��د، ب��اش� �ت��ه �ی��وس� پ� I ب��ازه در q(x) و p(x) ت��واب��ع گ��ر ا .٢٨.٢ ق��ض��ی��ه
دارد. وج��ود D[y] = y

′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ م��ع��ادل��ه ب��رای ج��واب اس��اس��ی

را آن �واب ج� دو �ت اس� �ی �اف� ک� �ن �گ� �م� ه� �ی �ط� خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ه �ادل� �ع� م� �ک ی� �ل ح� �رای ب� .٢٩.٢ ن��ت��ی��ج��ه
ب��اش��د. ن��اص��ف��ر ن��ق��ط��ه ی��ک در آن��ه��ا رن��س��ک��ی��ن ک��ه ک��ن��ی��م پ��ی��دا
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ب��ازه روی W (y۱, y۲) آن��گ��اه �ن��د، ب��اش� D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب دو y۲ و y۱ گ��ر ا .٣٠.٢ ق��ض��ی��ه
ن��ی��س��ت. ص��ف��ر ه��رگ��ز ی��ا اس��ت ص��ف��ر ج��ا ه��م��ه ی��ا I

اث��ب��ات.

D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰

اس��ت y۱ج��واب ⇒ D[y۱] = y
′′

۱ + p(x)y
′

۱ + q(x)y۱ = ۰
اس��ت ج��واب y۲ ⇒ D[y۲] = y

′′

۲ + p(x)y
′

۲ + q(x)y۲ = ۰

(−y۲)×D[y۱]+(y۱)×D[y۲] = (y۱y
′′

۲ −y۲y
′′

۱ )+p(x)(y۱y
′

۲−y۲y
′

۱) = ۰ (۴.٢)

ک��ه: م��ی�دان��ی��م ام��ا

W (y۱, y۲) = y۱y
′

۲ − y۲y
′

۱
W

′
(y۱, y۲) = y۱y

′′

۲ + y
′

۱y
′

۲ − y
′

۲y
′

۱ − y۲y
′′

۱ = y۱y
′′

۲ − y۲y
′′

۱

اس��ت: ای��ن ۴.٢ م��ع��ادل��ه پ��س

W
′
(y۱, y۲) + p(x)W (y۱, y۲) = ۰

م��ی�ش��ود ن��ت��ی��ج��ه اس��ت، اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه م��ع��ادل��ه ای��ن ح��ل از

W (x) :=W (y۱, y۲)(x) = ce
−

∫
p(x)dx

�ر �ف� ص� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� در W �ر گ� ا �ی �ن� �ع� ی� .c = ۰ �اه �رگ� ه� ،W (x) = ۰ ،e
−

∫
p(x)dx

̸= ۰ �ون چ�
ص��ف��ر ن��ق��ط��ه�ای �ی��چ ه� در �ب��اش��د، ن� �ف��ر ص� ن��ق��ط��ه ی��ک در گ��ر ا ب��رع��ک��س و م��ی�ش��ود ص��ف��ر ج��ا ه��م��ه ش��ود،
■ ن��ی��س��ت.

دو �ن �ت� �اف� ی� �ن �گ� �م� ه� �ی �ط� خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� �م �دی� دی� �ه ک� �ال ح�
ادام��ه در اس��ت، �اف��ی ک� ج��واب) اس��اس��ی �م��وع��ه (م��ج� ب��اش��د �ر �ف� ص� �ال��ف م��خ� �ا �ه� آن� �ی��ن رن��س��ک� ک��ه ج��واب

ن��ه؟ ی��ا ه��س��ت ص��ف��ر ج��واب دو رن��س��ک��ی��ن ده��ی��م ت��ش��خ��ی��ص راح��ت��ی ب��ه ک��ه ک��ن��ی��م م��ع��رف��ی م��ح��ک��ی



۵١ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

c۲ و c۱ ث��اب��ت اع��داد ه��رگ��اه �ی��م، گ��وی� خ��ط��ی �ت��ه واب��س� I ب��ازه در را g و f ت��اب��ع دو .٣١.٢ ت��ع��ری��ف
�م �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� x ∈ I �ر ه� �رای ب� و �د �اش� ب� �ر �ف� ص� �ف �ال� �خ� م� �ی �ک� ی� �ل �داق� ح� �ه ک� �د �ن� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج�

.c۱f(x) + c۲g(x) = ۰
اس��ت. دی��گ��ری از ض��ری��ب��ی ت��واب��ع از ی��ک��ی ص��ورت ای��ن در دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

f(x) = −c۲
c۱
g(x)

�ر ه� �رای ب� �ر گ� ا �ی �ن� �ع� ی� �د. �ن� �اش� �ب� ن� �ی �ط� خ� �ه �ت� �س� واب� �اه �رگ� ه� �م، �ی� �وی� گ� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� را g و f �ع �اب� ت� دو
▲ .c۱ = c۲ = ۰ آن��گ��اه ،c۱f(x) + c۲g(x) = ۰ ،x ∈ I

−۲f(x) + g(x) = ۰ �ه ک� �ت اس� �ح واض� ،g(x) = ۲e۳x و f(x) = e۳x �ر گ� ا .٣٢.٢ م��ث��ال
،g۱(x) = e۲x گ��ر ا ام��ا ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی واب��س��ت��ه g و f ت��ع��ری��ف ط��ب��ق پ��س .g(x) = ۲f(x) ی��ا
▲ ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل g۱ و f پ��س f(x)

g۱(x)
= ex ̸= c

�ل��ب �ط� م� �ن ای� .W (f, g) = ۰ �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ی �ط� خ� �ه �ت� �س� واب� g و f �ع �اب� ت� دو �ر گ� ا .٣٣.٢ ن��ک��ت��ه
م��ث��لا اس��ت، دی��گ��ری از ض��ری��ب��ی ی��ک��ی ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د، خ��ط��ی واب��س��ت��ه g و f گ��ر ا زی��را اس��ت. واض��ح

آن��گ��اه .f(x) = cg(x)

W (f, g) =

∣∣∣∣∣f g

f
′
g
′

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ cg g

cg
′
g
′

∣∣∣∣∣ = cgg
′ − cgg

′
= ۰.

y۲ و y۱ �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� D[y] = ۰ �ی��ل �ران��س� �ف� دی� �ه �ادل� �ع� م� ج��واب�ه��ای y۲ و y۱ �ر گ� ا .٣۴.٢ ق��ض��ی��ه
.W (y۱, y۲)(x۰) = ۰ ،x۰ ∈ I ی��ک ازای ب��ه گ��ر ا ف��ق��ط و گ��ر ا اس��ت خ��ط��ی واب��س��ت��ه

�ر گ� ا �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� �ت �ق� �ی� �ق� ح� در �وق ف� �ه �ی� �ض� ق� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
٣٣.٢ �ه �ت� �ک� ن� �س �ک� ع� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� D[y] = ۰ �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� y۲ و y۱
�ه ب� �ت. �س� �ی� ن� �ن �ی� �ن� چ� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در �ه ک� �ی �ال� ح� در �ت. اس� �ت درس� �ز �ی� ن�
دو �رای ب� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ی �ررس� ب� �د �ی� �وان� �ی�ت� م� �ی �ت� راح� �ه ب� �ال �ث� م� �وان �ن� ع�
و f �ا ام� .W (f, g) = ۰ �م داری� x �ر ه� ازای �ه ب� g(x) = x۲|x| و f(x) = x۳ �ع �اب� ت�

ن��ی��س��ت��ن��د. خ��ط��ی واب��س��ت��ه ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت��ن��د، ی��ک��دی��گ��ر از ث��اب��ت��ی ض��ری��ب g
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اس��ت ک��اف��ی y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای .٣۵.٢ ن��ت��ی��ج��ه

ب��ی��اب��ی��م. م��ع��ادل��ه ب��رای خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو

.٣۶.٢ م��ث��ال

آی��ا .e−x۲ Wب��راب��ر (y۱, y۲) و اس��ت D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب دو y۲ و y۱ ک��ن��ی��د ف��رض (ال��ف)
ه��س��ت��ن��د؟ خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل y۲ و y۱

ب��ی��اب��ی��د. را م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ،y۱ = x−
۱
۲ گ��ر ا (ب)

▲

�ق��ل �ت� �س� م� y۲ و y۱ ،٣۴.٢ �ه �ی� �ض� ق� �ق �ب� ط� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در ،W (y۱, y۲) = e−x
۲ ̸= ۰ ال��ف) �ل. ح�

م��ع��ادل��ه از دی��گ��ری ج��واب y۲ و اس��ت D[y] = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب y۱ = x−
۱
۲ ب) ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی

�واب ج� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� y۲ و y۱ �ون چ� .W (y۱, y۲) = e−x
۲ �ه ک� �ت اس�

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را y۲ اس��ت ک��اف��ی م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی

W (y۱, y۲) =

∣∣∣∣∣y۱ y۲

y
′

۱ y
′

۲

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ x−

۱
۲ y۲

− ۱
۲x

− ۳
۲ y

′

۲

∣∣∣∣∣ = x−
۱
۲ y

′

۲ +
۱
۲x

− ۳
۲ y۲

W (y۱, y۲) = e−x
۲ ⇒ x−

۱
۲ y

′

۲ +
۱
۲x

− ۳
۲ y۲ = e−x

۲

y
′

۲ +
۱
۲x

−۱y۲ = x
۱
۲ e−x

۲

⇒ µ(x) = e

∫
p(x)dx

= e

∫ ۱
۲x

−۱dx
= e

۱
۲ lnx = x

۱
۲

x
۱
۲ × م��ع��ادل��ه ⇒ x

۱
۲ y

′

۲ +
۱
۲x

− ۱
۲ y۲ = xe−x

۲

⇒ d(x
۱
۲ y۲)
dx = xe−x

۲

⇒ x
۱
۲ y۲ =

∫
xe−x

۲
dx

⇒ x
۱
۲ y۲ = − ۱

۲e
−x۲

⇒ y۲ = − ۱
۲x

− ۱
۲ e−x

۲
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م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

y = c۱x
− ۱

۲ + c۲x
− ۱

۲ e−x
۲
.

�ه �ادل� �ع� م� �رای ب� �ی �ط� خ� �ق��ل �ت� �س� م� �واب ج� دو �ه �ون� �گ� چ� �ه ک� �م �ردازی� �ی�پ� م� �ؤال س� ای��ن �ه ب� �خ �اس� پ� �ه ب� �ه ادام� در
ب��ی��اب��ی��م؟ D[y] = ۰

م��رت��ب��ه ک��اه��ش روش ۵.٢

ه��م��گ��ن خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای ک��ه دی��دی��م ق��ب��ل ب��خ��ش در
ب��ا �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان روش ای��ن در �ی��م. �ن� ک� �ی��دا پ� م��ع��ادل��ه ب��رای خ��ط��ی �ت��ق��ل م��س� ج��واب دو اس��ت ک��اف��ی

م��ع��ادل��ه از ج��واب ی��ک داش��ت��ن

D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x) = ۰ (۵.٢)

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا اول��ی ب��ا خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل دی��گ��ر ج��واب ی��ک چ��گ��ون��ه
ب��ا ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��دا گ��ون��ه�ای ب��ه را دی��گ��ر ج��واب اس��ت. ۵.٢ م��ع��ادل��ه از ج��واب ی��ک y۱ ک��ن��ی��د ف��رض

ب��اش��د. y۱ از ث��اب��ت��ی ض��ری��ب ن��ب��ای��د y۲ پ��س ن��ب��اش��د. خ��ط��ی واب��س��ت��ه y۱
�ت �اب� ث� �ر �ی� غ� �ول �ه� �ج� م� �ع �اب� ت� �ک ی� v(x) �ه ک� y۲ = v(x)y۱(x) �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ور �ظ� �ن� م� �ن ای� �رای ب�
م��ع��ادل��ه در ی��ع��ن��ی ب��اش��د، م��ع��ادل��ه ج��واب y۲ ک��ه �ن��ی��م ک� پ��ی��دا گ��ون��ه�ای ب��ه را v(x) اس��ت ک��اف��ی اس��ت.

ک��ن��د. ص��دق

y۲ = v(x)y۱(x) ⇒ y
′

۲ = v
′
y۱ + vy

′

۱
⇒ y

′′

۲ = v
′′
y۱ + v

′
y
′

۱ + v
′
y
′

۱ + vy۱
′′

D[y۲] = y۲
′′ + p(x)y۲

′ + q(x)y۲ = ۰

ی��م: دار م��ع��ادل��ه در y′′

۲ , y
′

۲, y۲ ج��ای�گ��ذاری ب��ا

D[y۲] = v
′′
y۱ + ۲v′

y
′

۱ + vy
′′

۱ + p(x)v
′
y۱ + p(x)vy

′

۱ + q(x)vy۱ = ۰
⇒ v

′′
y۱ + (۲y′

۱ + p(x)y۱)v
′
+ (y۱

′′ + p(x)y
′

۱ + q(x)y۱)v = ۰
D[y۱] = ۰ ⇒ v

′′
y۱ + (۲y′

۱ + p(x)y۱)v
′
= ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۵۴

ی��م: دار .z := v
′ م��ی�ده��ی��م ق��رار

z
′
y۱ + (۲y′

۱ + p(x)y۱)z = ۰

اس��ت. اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ه

⇒ z
′
+ (۲y

′
۱
y۱
+ p(x))z = ۰

⇒ v
′
= z = e

−

∫
(۲
y
′

۱
y۱

+ p(x))dx

⇒ v
′
= e

−

∫
۲
y
′

۱
y۱
dx
e
−

∫
p(x)dx

⇒ v
′
= ۱

y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه y۲ = vy۱ ن��ت��ی��ج��ه در و v(x) راب��ط��ه ای��ن از ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری ب��ا

.٣٧.٢ م��ث��ال

اس��ت. زی��ر م��ع��ادل��ه ج��واب y۱ = x secx ده��ی��د ن��ش��ان (ال��ف)

y
′′ − ۲

x
y
′
+ (۱+ ۲

x۲
)y = ۰

ب��ی��اب��ی��د. را ب��الا م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب (ب)

ح��ل:

�ذار گ� وا �ده �ن� �وان� خ� �ه ب� �ن �ری� �م� ت� �وان �ن� ع� �ه (ب� �د. �ی� �ن� ک� �ذاری �ای�گ� ج� �ه �ادل� �ع� م� در را y۱ اس��ت �ی �اف� ک� (ال��ف)
م��ی�ک��ن��ی��م.)

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �م. �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� را v(x) �ت اس� �ی �اف� ک� �ه �ب� �رت� م� �ش �اه� ک� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� (ب)
داش��ت��ی��م ف��رم��ول v(x) ی��اف��ت��ن ب��رای .y۲ = v(x)y۱(x)

v
′
=

۱
y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

.
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v
′
(x) = ۱

x۲ sec۲ x
e
−

∫
(− ۲
x
)dx

= ۱
sec۲ x

⇒ v(x) =

∫ ۱
sec۲ x

dx =

∫
cos۲ xdx =

∫ ۱+ cos ۲x
۲ dx

⇒ v(x) = ۱
۲x+ ۱

۴ sin ۲x
⇒ y۲ = ( ۱۲x+ ۱

۴ sin ۲x)x secx
⇒ y۲ =

۱
۲x

۲ secx+ ۱
۲x sinx

⇒ y = c۱y۱ + c۲y۲ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب
⇒ y = c۱x secx+ c۲(

۱
۲x

۲ secx+ ۱
۲x sinx).

▲

.٣٨.٢ ن��ک��ت��ه

p(x) ،v′
= ۱

y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

ی��ع��ن��ی v′ ب��رای آم��ده دس��ت ب��ه ف��رم��ول در ک��ه ک��ن��ی��د ت��وج��ه .١
�ک ی� �ر �راب� ب� y′′ �ب �ری� ض� �ی �ت� وق� �ت اس� y′′

+ p(x)y
′
+ q(x)y = ۰ �ه �ادل� �ع� م� در �ی �ع� �اب� ت�

ک��ن��ی��م. ی��ک را y′′ ض��ری��ب ف��رم��ول ای��ن از اس��ت��ف��اده ب��رای ح��ت��م��اً پ��س اس��ت.

ب��ه ت��ن��ه��ا م��ا زی��را ن��ی��س��ت، م��ه��م ث��اب��ت م��ق��دار ،v(x) آوردن دس��ت ب��ه ب��رای ان��ت��گ��رال��گ��ی��ری در .٢
ی��م. دار ن��ی��از م��ع��ادل��ه ب��رای دی��گ��ر ج��واب ی��ک

خ��ط��ی م��ع��ادلات ان��ت��گ��رال�س��از ع��ام��ل ف��رم��ول ب��ا دارد. م��ن��ف��ی p(x) ع��لام��ت ،v′ ف��رم��ول در .٣

ن��ک��ن��ی��م. اش��ت��ب��اه e

∫
p(x)dx

ک��ه اول م��رت��ب��ه

پ��ی��دا را y۱ ج��واب چ��گ��ون��ه ک��ه اس��ت ای��ن م��رت��ب��ه ک��اه��ش روش از اس��ت��ف��اده ب��رای ط��ب��ی��ع��ی س��ؤال
ک��ن��ی��م؟

ک��ن��ی��د. ح��ل را xy′′
+ ۲(۱− x)y

′
+ (x− ۲)y = ۰ م��ع��ادل��ه .٣٩.٢ م��ث��ال

م��ی�ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در y۱ = ex ت��اب��ع ک��ه ب��ب��ی��ن��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م م��ع��ادل��ه ض��رای��ب در دق��ت ب��ا ح��ل:

y
′

۱ = ex, y
′′

۱ = ex, ex(x+ ۲(۱− x) + (x− ۲)) = ۰

�س��ی �وی� �ازن� ب� را �ه �ادل� �ع� م� �ز �ی� چ� �ر ه� از �ل �ب� ق� �م. �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� �ه �ب� �رت� م� �اه��ش ک� روش �ا ب� را y۲ �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �الا ح�
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داری��م پ��س ش��ود. ی��ک y′′ ض��ری��ب ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م

y
′′
+ ۲

x(۱− x) + x−۲
x y = ۰

y۲ = v(x)y۱, v
′
(x) = ۱

y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

⇒ v
′
= ۱

e۲x
e
−

∫
(
۲
x
− ۲)dx

= ۱
x۲

⇒ v(x) = −۱
x

⇒ y۲ =
−۱
x e

x

⇒ y = c۱e
x + c۲x

−۱ex.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را x۲(x+ ۲)y′′
+ ۲xy′ − ۲y = ۰ م��ع��ادل��ه .۴٠.٢ م��ث��ال

ح��ال �ن��د. م��ی�ک� ص��دق م��ع��ادل��ه در y۱ = x ک��ه �ی��م �ن� �ی� �ب� ب� �ی��م م��ی�ت��وان� م��ع��ادل��ه ض��رای��ب در دق��ت ب��ا ح��ل:
ک��ه y۲ = vx

v
′
=

۱
y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

(۱ = y
′′ ض��ری��ب (وق��ت��ی

⇒ y
′′
+ ۲

x(x+۲)y
′ − ۲

x۲(x+۲)y = ۰

⇒ v
′
= ۱

x۲
e
−

∫ ۲
x(x+ ۲)dx

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه گ��ان��ه ج��دا را
∫

−۲
x(x+ ۲)dx ان��ت��گ��رال

∫
−۲

x(x+ ۲)dx = −
∫
dx

x
+

∫
dx

(x+ ۲)dx = − lnx+ ln(x+ ۲) = ln
x+ ۲
x
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⇒ v
′
= ۱

x۲
eln(

x+۲
x

) = x+۲
x۳

= ۱
x۲

+ ۲
x۳

⇒ v(x) = −۱
x − ۱

x۲

⇒ y۲ = (− ۱
x − ۱

x۲
)x

⇒ y۲ = (−۱− ۱
x)

⇒ y = c۱x+ c۲(۱+ ۱
x)

▲

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰ م��ع��ادل��ه در .۴١.٢ ن��ک��ت��ه

اس��ت. ج��واب ی��ک y۱ = ex آن��گ��اه ،P (x) +Q(x) +R(x) = ۰ گ��ر ا (ال��ف)

اس��ت. ج��واب ی��ک y۱ = e−x آن��گ��اه ،P (x)−Q(x) +R(x) = ۰ گ��ر ا (ب)

اس��ت. ج��واب ی��ک y۱ = x آن��گ��اه ،Q(x) + xR(x) = ۰ گ��ر ا (ج)

ک��ن��ی��د. ح��ل م��رت��ب��ه ک��اه��ش روش از اس��ت��ف��اده ب��ا را زی��ر م��ع��ادلات .۴٢.٢ ت��م��ری��ن

(ال��ف) ۲xy′′
+ (۱− ۴x)y′

+ (۲x− ۱)y = ۰

(ب) (۱− x۲)y
′′
+ ۲xy′ − ۲y = ۰ y(۰) = ۳, y′

(۰) = −۴

(ج) xy
′′
+ (۱− ۲x)y′

+ (x− ۱)y = ۰

(د) xy
′′
+ ۲y′

+ xy = ۰, y۱ =
sinx
x

(ه) x۲y
′′ − xy

′
+ y = ۰

(و) xy
′′ − y

′
+ x۳y = ۰, y۱ = cos x

۲

۲

�رای��ب ض� �ا ب� �ن �گ� �م� ه� �ی �ط� خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� ۶.٢
ث��اب��ت

�ر زی� �ورت ص� �ه ب� �ت �اب� ث� �ب �رای� ض� �ا ب� �ن �گ� �م� ه� �ی �ط� خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ه �ادل� �ع� م� �ک ی� �ی �ل� ک� �رم ف�
اس��ت.

D[y] = ay
′′
+ by

′
+ cy = ۰ (۶.٢)
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ه��س��ت��ن��د. ث��اب��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد c و b ،a ک��ه
�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �م. ی� دار �از �ی� ن� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� دو �ه ب� �ی �ادلات� �ع� م� �ن �ی� �ن� چ� �ل ح� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م�
�ه �ب� �رت� م� �ش �اه� ک� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ه، �ادل� �ع� م� از �واب ج� �ک ی� �ن �ت� داش� �ا ب� �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م�

ی��م. آور دس��ت ب��ه ن��ی��ز را دوم ج��واب
�ه �ادل� �ع� م� �ل �ک� ش� از �ه �ک� �ن� ای� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �م. �ی� �زن� ب� �دس ح� را �ه �ادل� �ع� م� از �ی �واب� ج� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ع� س� �س پ�
�لاف �ت� اخ� �ت �اب� ث� �ر �ادی� �ق� م� در آن �ات �ق� �ت� �ش� م� �ه ک� �د �اش� ب� �ی �رم� ف� �ه ب� �د �ای� ب� �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� �ت، اس� �دا �ی� پ�
�اب��ع ت� �ی��م �ن� م��ی�ک� س��ع��ی �اب��رای��ن �ن� ب� اس��ت. �ی��ت خ��اص� ای��ن دارای �ای��ی �م� ن� �اب��ع ت� �ی��م م��ی�دان� ط��رف��ی از دارن��د.
�ن��ی �ع� ی� �د. �اش� ب� ۶.٢ �ادل��ه �ع� م� �واب ج� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ی��ن �ی� �ع� ت� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� را �ه��ول) �ج� م� �دار �ق� م� r) ،y = erx

ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در y = erx ب��ای��د

y = erx ⇒ y
′
= rerx ⇒ y

′′
= r۲erx

⇒ D[y] = ar۲erx + brerx + cerx = ۰

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه ب��ای��د ن��ت��ی��ج��ه در ،erx ̸= ۰ ام��ا (ar۲ + br + c)erx = ۰ ب��ای��د پ��س

ar۲ + br + c = ۰

�واب ج� y = erx �ع �اب� ت� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� ar۲ + br + c = ۰ �ه �ادل� �ع� م� �ه �ش� ی� ر r �ر گ� ا .۴٣.٢ ن��ت��ی��ج��ه
اس��ت. ay′′

+ by
′
+ cy = ۰ م��ع��ادل��ه

ay
′′
+by

′
+cy = ۰ م��ع��ادل��ه�ی ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ar۲+br+c = ۰ م��ع��ادل��ه ب��ه .۴۴.٢ ت��ع��ری��ف

▲ م��ی�گ��وی��ی��م.

�ه ب� را آن �ه�ه��ای �ش� ری� �د �ای� ب� �ه ک� اس��ت دوم �ه درج� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ه ک� �ای��ی ج� آن از
ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی را دوم درج��ه م��ع��ادل��ه ی��ک ی��ش��ه�ه��ای ر ب��رای م��خ��ت��ل��ف ح��ال��ت�ه��ای ب��ای��د ی��م، آور دس��ت
�ت دس� �ه ب� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� ar۲ + br + c = ۰ دوم �ه درج� �ه �ادل� �ع� م� �ای �ه�ه� �ش� ی� ر �ه ک� �م ی� دار �اد ی� �ه ب�

م��ی�آی��د.

r =
−b

+
−
√
b۲−۴ac
۲a

∆ = b۲ − ۴ac

.∆ > ۰ اول. ح��ال��ت
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.r۲ و r۱ م��ث��لا ه��س��ت��ن��د، م��ت��م��ای��ز ح��ق��ی��ق��ی ی��ش��ه ر دو م��ع��ادل��ه، ی��ش��ه�ه��ای ر ص��ورت ای��ن در

r۱ =
−b+

√
∆

۲a , r۲ =
−b−

√
∆

۲a

و y۱ = er۱x �ورت ص� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �ای �واب�ه� ج� �الا ب� در �ده ش� �ه �ت� �ف� گ� �ب �ال� �ط� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل y۲ و y۱ ،r۱ ̸= r۲ چ��ون و اس��ت y۲ = er۲x

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ح��ال��ت، ای��ن در ب��ن��اب��رای��ن

y = c۱y۱ + c۲y۲ = c۱e
r۱x + c۲e

r۲x.

ب��ی��ای��ب��د. را y′′ − y
′ − ۶y = ۰ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۴۵.٢ م��ث��ال
م��ی�ده��ی��م. ت��ش��ک��ی��ل را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه اب��ت��دا ح��ل:

r۲ − r − ۶ = ۰

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را م��ع��ادل��ه ای��ن ی��ش��ه�ه��ای ر س��پ��س

r = +۱
+
−
√
۱+۲۴

۲ = ۱
+
−۵
۲

⇒ r۱ = ۳, r۲ = −۲

پ��س م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه ج��واب ی��ک ی��ش��ه ر ه��ر ازای ب��ه

y۱ = e۳x, y۲ = e−۲x

▲ اس��ت. y = c۱e
۳x + c۲e

−۲x م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ن��ه��ای��ت در و

ب��ی��اب��ی��د. را y′′ − y = ۰ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۴۶.٢ ت��م��ری��ن

ب��ی��اب��ی��د. را y′′ − ۴y′ − ۵ = ۰ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۴٧.٢ ت��م��ری��ن

.∆ = b۲ − ۴ac = ۰ دوم. ح��ال��ت
�ق��ی �ی� �ق� ح� �اع��ف �ض� م� �ه �ش� ی� ر ی��ک دارای ar۲ + br + c = ۰ �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �اه �گ� آن� ،∆ = ۰ �ر گ� ا
�ه �ادل� �ع� م� �رای ب� y۱ = e−

b
۲ax �واب ج� �ک ی� �ا �ه� �ن� ت� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در .r۱ = r۲ =

−b
۲a �م ی� دار و �ت اس�



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶٠

م��رت��ب��ه ک��اه��ش روش از دوم ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای ح��الا م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه ay′′
+ by

′
+ cy = ۰

ک��ه y۲ = v(x)e−
b
۲ax م��ی�ده��ی��م ق��رار پ��س م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده

v
′
(x) = ۱

y۲۱
e
−

∫
p(x)dx

= ۱
e
− b

۲ax
e
−

∫
b

a
dx

⇒ v
′
(x) = ۱ ⇒ v(x) = x

⇒ y۲ = xe−
b
a
x

اس��ت. y = c۱e
− b

a
x + c۲xe

− b
a
x ف��رم ب��ه ح��ال��ت ای��ن در م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ب��ن��اب��رای��ن

ک��ن��ی��د. ح��ل را ۴y′′ − ۱۲y′
+ ۹y = ۰ م��ع��ادل��ه .۴٨.٢ م��ث��ال

م��ی�ده��ی��م. ت��ش��ک��ی��ل را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ح��ل:

۴r۲ − ۱۲r + ۹ = ۰

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه�ه��ای ر

r =
۱۲

+
−
√

(۱۲)۲−۱۶×۹
۸ = ۱۲

۸ = ۳
۲

y = c۱e
۳
۲ x + c۲xe

۳
۲ x.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را y′
(۲) = −۱ و y(۲) = ۱ ،y′′ − ۲y′

+ y = ۰ م��ع��ادل��ه .۴٩.٢ م��ث��ال
.r۲ − ۲r + ۱ = ۰ م��ی�ده��ی��م ت��ش��ک��ی��ل را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ح��ل:

⇒ (r − ۱)۲ = ۰ ⇒ r۱ = r۲ = ۱
⇒ y = c۱e

x + c۲xe
x

�س��اب ح� را y′
(۲) و y(۲) ،x = ۲ �ه �ط� �ق� ن� در �د �ای� ب� �ده ش� داده �ه �ی� اول� �ط �رای� ش� �ون چ� �ه �أل� �س� م� �ن ای� در

ی��م. آور دس��ت ب��ه را c۲ و c۱ ث��اب��ت ض��رای��ب و ک��ن��ی��م
ب��ه را آن اث��ب��ات ک��ه ک��ن��ی��م اس��ت��ف��اده ن��ک��ت��ه ای��ن از م��ی�ت��وان��ی��م ش��ود ک��وت��اه�ت��ر م��ح��اس��ب��ات ای��ن��ک��ه ب��رای ح��الا
▲ م��ی�ک��ن��ی��م. گ��ذار وا ش��م��ا ب��ه س��اده ت��م��ری��ن ع��ن��وان

ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د، ay′′
+ by

′
+ cy = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه م��ض��اع��ف ی��ش��ه ر r گ��ر ا .۵٠.٢ ن��ک��ت��ه



۶١ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ه��س��ت��ن��د. م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای ن��ی��ز y۲ = (x− x۰)er(x−x۰) و y۱ = er(x−x۰) ،x۰ ن��ق��ط��ه ه��ر

ف��رم ب��ه را ع��م��وم��ی ج��واب م��ی�ت��وان��ی��م م��ث��ال ای��ن در ن��ت��ی��ج��ه در

y = c۱e
(x−۲) + c۲(x− ۲)e(x−۲)

م��ی�ک��ن��د. آس��ان�ت��ر را c۲ و c۱ م��ح��اس��ب��ه ک��ه ب��ن��وی��س��ی��م

y(۲) = ۱ ⇒ c۱ = ۱
y
′
(۲) = −۱ ⇒ y

′
= c۱e

(x−۲) + c۲e
(x−۲) + c۲(x− ۲)e(x−۲)

⇒ y
′
(۲) = c۱ + c۲ = −۱

⇒ c۲ = −۲
⇒ y = e(x−۲) − ۲(x− ۲)e(x−۲) = e(x−۲)(۵− ۲x).

.∆ = b۲ − ۴ac < ۰ س��وم. ح��ال��ت
ج��واب دو م��ع��ادل��ه ی��ش��ه�ه��ای ر ح��ال��ت ای��ن در ن��دارد. ح��ق��ی��ق��ی ی��ش��ه ر ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ح��ال��ت ای��ن در

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��دی��گ��ر م��زدوج م��خ��ت��ل��ط

r = −b
+
−
√
∆

۲a =
−b

+
−
√

−(−∆)

۲a

⇒ r = −b
۲a

+
−

√
−۱

√
−∆

۲a = −b
۲a

+
− i

√
−∆
۲a .

�ه �ادل� �ع� م� �واب ج� �ت �ف� گ� �وان �ی�ت� م� �س پ� .λ := −b
۲a و µ :=

√
−∆
۲a �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ی �ت� راح� �رای ب�

ب��اش��د، ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر r گ��ر ا ک��ه دی��دی��م ق��ب��لا ام��ا اس��ت. r = λ
+
− iµ ص��ورت ب��ه ش��اخ��ص

اس��ت. ay′′
+ by

′
+ cy = ۰ م��ع��ادل��ه ج��واب y = erx آن��گ��اه

م��وه��وم��ی ق��س��م��ت و �ی��ق��ی �ق� ح� ق��س��م��ت ب��ا �اب��ع��ی ت� ص��ورت ب��ه را y = erx ت��اب��ع �ی��م �ن� م��ی�ک� س��ع��ی ح��الا
ب��ن��وی��س��ی��م. م��ش��خ��ص

y = erx = e(λ
+
−iµ)x = eλx

+
−iµx

⇒ y = eλxe
+
−iµx = eλx(cosµx

+
− i sinµx)

�ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �رای ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� �واب ج� دو �س پ� eiθ = cos θ + i sin θ �ر �ل� اوی� �ول �رم� ف� �ادآوری: ی�
ک��ردی��م. پ��ی��دا y۲ = eλx(cosµx− i sinµx) و y۱ = eλx(cosµx+ i sinµx) ص��ورت

�ال �ب� دن� �ه ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ق� �ی� �ق� ح� ay′′
+ by

′
+ cy = ۰ �ه �ادل� �ع� م� در c و b ،a �ر �ادی� �ق� م� �ون چ� �ا ام�



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶٢

ه��س��ت��ی��م. م��ع��ادل��ه ح��ق��ی��ق��ی ج��واب�ه��ای
م��ی�ک��ن��د. ک��م��ک م��ا ب��ه ه��دف ای��ن ب��ه رس��ی��دن ب��رای زی��ر ق��ض��ی��ه

�ی �ط� خ� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� y = f(x) + ig(x) �ع �اب� ت� �ر گ� ا .۵١.٢ ق��ض��ی��ه
�اب��ع ت� دو �اه �گ� آن� �ن��د، �ت� ه��س� �ق��ی �ی� �ق� ح� �واب��ع ت� q(x) و p(x) ک��ه �اش��د، ب� y′′

+ p(x)y
′
+ q(x)y = ۰

ه��س��ت��ن��د. م��ع��ادل��ه ح��ق��ی��ق��ی ج��واب�ه��ای ن��ی��ز g(x) و f(x)

�ی �ط� خ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ �ر �گ� �ل� �م� ع� �ه ک� �م �دی� دی� لا� �ب� ق� اث��ب��ات.

ی��م دار ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت.

D[y] = D[f(x) + ig(x)] = D[f(x)] + iD[g(x)] = ۰
⇒ D[f(x)] = ۰, D[g(x)] = ۰

■ ه��س��ت��ن��د. م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای g(x) و f(x) ی��ع��ن��ی

�ه �ادل� �ع� م� �واب ج� و ∆ < ۰ �ه ک� �ی �ت� �ال� ح� در ay′′
+ by

′
+ cy = ۰ �ه �ادل� �ع� م� در .۵٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه

خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو اس��ت، (λ = −b
۲a , µ =

√
−∆
۲a ) y = eλx cosµx+ ieλx sinµx

�ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� و �د �ن� �ت� �س� ه� y۲ = eλx sinµx و y۱ = eλx cosµx �ه �ادل� �ع� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح�
از ع��ب��ارت��س��ت

y = c۱e
λx cosµx+ c۲e

λx sinµx.

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر م��ع��ادلات ع��م��وم��ی ج��واب .۵٣.٢ م��ث��ال

y
′′
+ ۴y = ۰ .١

را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ری��ش��ه�ه��ای س��پ��س .r۲ + ۴ = ۰ م��ی�ن��وی��س��ی��م را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه اب��ت��دا
م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا

r۲ = −۴ ⇒ r =
+
−۲i

ب��گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در م��خ��ت��ل��ط ج��واب ی��ک اس��ت ک��اف��ی ع��م��وم��ی ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای

y = e۲ix = cos ۲x+ i sin ۲x اوی��ل��ر ف��رم��ول
⇒ y۱ = cos ۲x, y۲ = sin ۲x ۵٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه ط��ب��ق
⇒ y = c۱ cos ۲x+ c۲ sin ۲x ع��م��وم��ی ج��واب



۶٣ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

y
′′ − ۳y′

+ ۴y = ۰ .٢

r۲ − ۳r + ۴ = ۰ ⇒ r = ۳
+
−
√
۹−۱۶
۲

⇒ r = ۳
۲

+
− i

√
۷
۲ ⇒ y = e(

۳
۲+i

√
۷
۲ )x

y = e(
۳
۲+i

√
۷
۲ )x = e

۳
۲ x cos

√
۷
۲ x+ ie

۳
۲ x sin

√
۷
۲ x

⇒ y۱ = e
۳
۲ x cos

√
۷
۲ x, y۲ = e

۳
۲ x sin

√
۷
۲ x ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو

⇒ y = c۱e
۳
۲ x cos

√
۷
۲ x+ c۲e

۳
۲ x sin

√
۷
۲ x م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر م��ع��ادلات ع��م��وم��ی ج��واب .۵۴.٢ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′′
+ y

′
+ y = ۰

(ب) y
′′ − y

′
+ y = ۰

(ج) ۲y′′
+ ۳y′

+ ۴y = ۰

(د) y
′′
+ ۲y′

+ ۴y = ۰, y(۰) = ۱, y
′
(۰) = −۱.

اوی��ل��ر م��ع��ادلات ٧.٢

�ی �ع� س� �م، �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� را �ت �اب� ث� �ب �رای� ض� �ا ب� �ن �گ� �م� ه� �ادلات �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �م �ی� �ت� �س� �وان� ت� �ه ک� �ال ح�
ب��ا م��ع��ادل��ه�ای ب��ه م��ن��اس��ب م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا را دی��گ��ر خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادلات از دس��ت��ه�ای م��ی�ک��ن��ی��م

ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل ث��اب��ت ض��رای��ب
ف��رم ب��ه م��ع��ادلات��ی داد، ان��ج��ام راح��ت��ی ب��ه م��ی�ت��وان را ای��ن��ک��ار ک��ه م��ع��ادلات از دس��ت��ه�ای

x۲y
′′
+ αxy

′
+ βy = ۰ (٧.٢)

�م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف� �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ر �ل� اوی� �ه �ادل� �ع� م� را �ادلات �ع� م� �ن ای� �ت. اس� �ت �اب� ث� α, β ∈ R �ه ک� �ت اس�
z := lnx ≡ x = ez م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر اس��ت. ش��ده داده x۲y′′

+αxy
′
+βy = ۰ اوی��ل��ر م��ع��ادل��ه



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶۴

م��ی�ک��ن��ی��م. اع��م��ال را

dz

dx
=

۱
x

ی��م. آور دس��ت ب��ه z ح��س��ب ب��ر را y م��ش��ت��ق ب��ای��د م��ع��ادل��ه در ج��ای�گ��ذاری ب��رای

y
′
= dy

dx = dy
dz ·

dz
dx = dy

dz ·
۱
x

y
′′
= d۲y

dx۲
= d۲y

dxdz ·
۱
x − dy

dz ·
۱
x۲

= d۲y
dzdx · ۱

x − dy
dz ·

۱
x۲

= d۲y
dz۲

· dzdx · ۱
x − dy

dz ·
۱
x۲

= d۲y
dz۲

· ۱
x۲

− dy
dz ·

۱
x۲

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری z ج��دی��د م��ت��غ��ی��ر ح��س��ب ب��ر را چ��ی��ز ه��م��ه ٧.٢ م��ع��ادل��ه در ح��ال

x۲y
′′
+ αxy

′
+ βy = x۲

[
d۲y
dz۲

· ۱
x۲

− dy
dz ·

۱
x۲

]
+αx

[
dy
dz ·

۱
x

]
+ βy = ۰

⇒ d۲y
dz۲

+ (α− ۱)dydz + βy = ۰

�خ��ش ب� از �ه ک� اس��ت �اب��ت ث� �رای��ب ض� �ا ب� �ن �گ� �م� ه� دوم �ه درج� �ه �ادل� �ع� م� ی��ک �د �دی� ج� �ه �ادل� �ع� م� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م�
ب��ی��اب��ی��م. را آن ع��م��وم��ی ج��واب ن��ت��ی��ج��ه در و خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو چ��گ��ون��ه م��ی�دان��ی��م ق��ب��ل

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۵۵.٢ م��ث��ال

x۲y
′′ − xy

′
+ y = ۰

β = ۱ و α = −۱ �ا ب� �ر �ل� اوی� �ه �ادل� �ع� م� �ک ی� �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� �ه �ادل� �ع� م� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�



۶۵ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

ف��رم ب��ه م��ع��ادل��ه ez = x(z = lnx) م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر اع��م��ال ب��ا ک��ه دی��دی��م ه��م��چ��ن��ی��ن اس��ت.

d۲y

dz۲
+ (α− ۱)dy

dz
+ βy = ۰

.r۲− ۲r+ ۱ = ۰ م��ع��ادل��ه ای��ن ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه اس��ت. d۲y
dz۲

− ۲dydz +βy = ص��ورت۰ ب��ه ی��ع��ن��ی
�م �دی� دی� لا� �ب� ق� �ه �چ� آن� �ق �ب� ط� و �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ف �اع� �ض� م� �ه �ش� ری� r = ۱ پ��س .(r − ۱)۲ = ۰ �ی �ن� �ع� ی�
▲ اس��ت. y = c۱e

z + c۲ze
z = c۱x+ c۲x lnx م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

ب��ی��اب��ی��د. را x۲y′′ − xy
′
+ ۲y = ۰ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۵۶.٢ م��ث��ال

ف��رم ب��ه را م��ع��ادل��ه x = ez(z = lnx) م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر .β = ۲ و α = −۱ و اس��ت اوی��ل��ر م��ع��ادل��ه
م��ی�ک��ن��د. ت��ب��دی��ل زی��ر

d۲y

dz۲
+ (α− ۱)dy

dz
+ βy =

d۲y

dz۲
− ۲dy

dz
+ ۲y = ۰ (٨.٢)

r = ۲
+
−
√
۴−۸
۲ = ۱

+
− i �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ای �ه�ه� �ش� ی� ر و r۲ − ۲r + ۲ = ۰ �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م�

٨.٢ م��ع��ادل��ه ج��واب اس��ت.

y = e(۱+i)z = ez cos z + iez sin z

⇒ y۱ = ez cos z, y۲ = ez sin z

ی��م: دار x = ez ی��ع��ن��ی اول م��ت��غ��ی��ر ج��ای�گ��ذاری ب��ا

⇒ y۱ = x cos(lnx), y۲ = x sin(lnx)

⇒ y = c۱x cos(lnx) + c۲x sin(lnx) ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .۵٧.٢ ت��م��ری��ن

(ال��ف) x۲y′′ − ۲xy′
+ ۲y = ۰

(ب) x۲y
′′ − ۲y = ۰

(ج) y
′′ − ۶

x۲
= ۰

(د) ۲x۲y′′
+ ۳xy′ − y = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶۶

(ذ) x۲y
′′ − ۵xy′

+ ۹y = ۰

(ر) x۲y
′′
+ ۲xy′

+ ۲y = ۰

(ز) x۲y
′′
+ y = ۰

اس��ت. x۲ ب��راب��ر y′′ ض��ری��ب ک��ه اس��ت ه��ن��گ��ام��ی ف��رم��ول در β و α ک��ه ک��ن��ی��د دق��ت

م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ٨.٢

�ه ب� �ی �ب� �اس� �ن� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� �ر �ل� اوی� �ادلات �ع� م� �د �ن� �ان� م� �ت �اب� ث� �ر �ی� غ� �ب �رای� ض� �ا ب� �ی �ادلات� �ع� م� �ه ک� �م �دی� دی�
�ی �ط� خ� دوم �ه درج� �ادلات �ع� م� �رای ب� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ار ک� �ن ای� �د. ش� �ل �دی� �ب� ت� �ت �اب� ث� �ب �رای� ض� �ا ب� �ه �ادل� �ع� م�
اولا �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ن ای� در �م �ه� م� �ه �ت� �ک� ن� �د. �اش� ب� �ن �ک� �م� م� �ب �اس� �ن� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ک ی� �ا ب� �م ه� �ری �گ� دی�
�ه ب� �ت �ب� �س� ن� y′′ و y′ �ن��ی �ع� ی� y �ت��ق �ش� م� درس��ت �ه �ب� �اس� �ح� م� �اً �ی� �ان� ث� و �اس��ب �ن� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ی��ص �خ� �ش� ت�

اس��ت. زن��ج��ی��ره�ای ق��اع��ده از اس��ت��ف��اده ب��ا ج��دی��د، م��ت��غ��ی��ر

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه ش��ده، داده م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر از اس��ت��ف��اده ب��ا .۵٨.٢ م��ث��ال

y
′′
+ (ex − ۱)y′

+ e۲xy = ۰, z = ex

ح��ل:

y
′
= dy

dx = dy
dz ·

dz
dx = dy

dz · e
x

y
′′
= d

dx [
dy
dx ] = d

dx [
dy
dz ] · e

x + dy
dz · e

x

= d
dz [

dy
dx ] · e

x + dy
dz · e

x

= d
dz [

dy
dz ] ·

dz
dx · ex + dy

dz · e
x ⇒

y
′′

= d۲y
dz۲

· e۲x + dy
dz · e

x



۶٧ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری م��ع��ادل��ه در را y′′ و y′

y
′′
+ (ex − ۱)y′

+ e۲xy = d۲y
dz۲
e۲x + dy

dz e
x + (ex − ۱)dydz ex + e۲xy = ۰

⇒ e۲x d
۲y
dz۲

+ e۲x dydz + e۲xy = ۰, e۲x ̸= ۰
⇒ d۲y

dz۲
+ dy

dz + y = ۰

�ا ب� �ت اس� �ر �راب� ب� �ص �اخ� ش� �ه �ادل� �ع� م� �ای �ه�ه� �ش� ری� و r۲ + r + ۱ = ۰ �ص �اخ� ش� �ه �ادل� �ع� م�

.r = −۱
+
−
√
۱−۴

۲ = − ۱
۲

+
−

√
۳
۲ i

⇒ y = erz = e(−
۱
۲+

√
۳
۲ i)z

م��خ��ت��ل��ط ج��واب ⇒ y = e−
۱
۲ z cos

√
۳
۲ z + ie−

۱
۲ z sin

√
۳
۲ z

ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو ⇒ y۱ = e−
۱
۲ z cos

√
۳
۲ z, y۲ = e−

۱
۲ z sin

√
۳
۲ z

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ⇒ y = c۱e
− ۱

۲ z cos
√
۳
۲ z + c۲e

− ۱
۲ z sin

√
۳
۲ z

z = ex ⇒ y = c۱e
− ۱

۲ e
x
cos

√
۳
۲ e

x + c۲e
− ۱

۲ e
x
sin

√
۳
۲ e

x

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل z = x
۱
۲ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا را ۲xy′′

+(۱−x
۱
۲ )y

′ −۳y = ۰ م��ع��ادل��ه .۵٩.٢ ت��م��ری��ن
ح��ل:

y
′

= dy
dx = dy

dz ·
dz
dx = dy

dz ·
۱
۲x

− ۱
۲

y
′′

= d
dx [

dy
dx ] =

d
dx [

dy
dz ] ·

۱
۲x

− ۱
۲ + dy

dz ·
d
dx

[
۱
۲x

− ۱
۲

]
y
′′

= d
dz [

dy
dz ] ·

dz
dx · ۱

۲x
− ۱

۲ + dy
dz · [−

۱
۴x

− ۳
۲ ]

y
′′

= d۲y
dz۲

· ( ۱۲x
− ۱

۲ )
۲
− ۱

۴x
− ۳

۲ dy
dz

y
′′

= ۱
۴x

−۱ d۲y
dz۲

− ۱
۴x

− ۳
۲ dy
dz



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ۶٨

۲xy′′
+ (۱− x

۱
۲ )y

′ − ۳y = ۰
۲x[ ۱۴x−۱ d۲y

dz۲
− ۱

۴x
− ۳

۲ dy
dz ] + (۱− x

۱
۲ )[dydz ·

۱
۲x

− ۱
۲ ] = ۰

⇒ ۱
۲
d۲y
dz۲

− ۱
۲x

− ۱
۲ dy
dz +

۱
۲x

− ۱
۲ dy
dz −

۱
۲
dy
dz − ۳y = ۰

⇒ ۱
۲
d۲y
dz۲

− ۱
۲
dy
dz − ۳y = ۰

⇒ d۲y
dz۲

− dy
dz − ۶y = ۰

⇒ r۲ − r − ۶ = ۰ ⇒ (r − ۳)(r + ۲) = ۰

⇒ r۱ = ۳, r۲ = −۲

⇒ y۱ = e۳z, y۲ = e۲z

⇒ y = c۱e
۳z + c۲e

۲z

⇒ y = c۱e
۳x

۱
۲ + c۲e

۲x
۱
۲ .

ه��م��گ��ن غ��ی��ر خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادلات ٩.٢

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه ه��م��گ��ن غ��ی��ر خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه ی��ک ک��ل��ی ش��ک��ل

D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x) (٩.٢)

م��ع��ادل��ه ی��ع��ن��ی ٩.٢ م��ع��ادل��ه ن��ظ��ی��ر ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه

D[y] = y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ (١٠.٢)



۶٩ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

�ه �ادل� �ع� م� �ن ای� �رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� دو �د �ای� ب� ١٠.٢ �ه �ادل� �ع� م� �ل ح� �رای ب� �ه ک� �م �دی� دی� �ا �ج� �ن� ای� �ا ت�
ب��ه دوم خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب ج��واب، ی��ک داش��ت��ن ب��ا ک��ه دادی��م ن��ش��ان ک��ار ای��ن ب��رای و ک��ن��ی��م پ��ی��دا
�د �ن� �اش� ب� �ت �اب� ث� �ب �رای� ض� �ه ک� �ی �ام� �گ� �ن� ه� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در �د. �ی�آی� م� �ت دس� �ه ب� �ه �ب� �رت� م� �اه��ش ک� روش

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا م��ع��ادل��ه ب��رای خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو م��ی�ت��وان��ی��م
�ه ب� �پ��س س� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ل� �ک� ش� �ه چ� �ه ب� ٩.٢ �ه �ادل� �ع� م� �ای �واب�ه� ج� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� �دا �ت� اب� �ا �ج� �ن� ای� در

م��ی�پ��ردازی��م. آن��ه��ا ی��اف��ت��ن روش�ه��ای ب��ی��ان

م��ع��ادل��ه ج��واب f − h ت��اب��ع آن��گ��اه ب��اش��ن��د، ٩.٢ م��ع��ادل��ه ج��واب h و f ت��اب��ع دو گ��ر ا .۶٠.٢ ق��ض��ی��ه
اس��ت. ١٠.٢

و D[f(x)] = g(x) �س پ� �د، �ن� �ت� �س� ه� ٩.٢ �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� h و f �رض ف� �ق �ب� ط� اث��ب��ات.
ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر D ام��ا .D[h(x)] = g(x)

D[f(x)− h(x)] = D[f(x)]−D[h(x)] = g(x)− g(x)

■ اس��ت. ١٠.٢ ج��واب f − h ی��ع��ن��ی ،D[f(x)− h(x)] = ۰ ب��ن��اب��رای��ن

�ق��ل �ت� �س� م� �واب ج� دو y۲ و y۱ و ٩.٢ �گ��ن �م� ه� �ر �ی� غ� �ه �ادل� �ع� م� از �واب ج� ی��ک yp �ر گ� ا .۶١.٢ ق��ض��ی��ه
�ورت ص� �ه ب� ٩.٢ �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� ١٠.٢ �ن �گ� �م� ه� �ه �ادل� �ع� م� از �ی �ط� خ�

اس��ت. y = c۱y۱ + c۲y۲ + yp

ب��رای �ی��ن �ن� �م��چ� ه� D[yp] = g اس��ت، ٩.٢ �ادل��ه �ع� م� از ج��واب ی��ک yp ف��رض �ب��ق ط� چ��ون اث��ب��ات.
�ر ه� �اض��ل �ف� ت� �ه ک� �م دادی� �ان �ش� ن� ،۶٠.٢ �ه �ی� �ض� ق� در .D[y] = g �م ی� دار ٩.٢ �ه �ادل� �ع� م� از y ج��واب �ر ه�
y − yp �ی �ن� �ع� ی� �ت. اس� آن �ر �ی� �ظ� ن� �ن �گ� �م� ه� �ه �ادل� �ع� م� از �ی �واب� ج� �ن، �گ� �م� ه� �ر �ی� غ� �ه �ادل� �ع� م� از �واب ج� دو
خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ١٠.٢ م��ع��ادل��ه از ج��واب ه��ر ک��ه م��ی�دان��ی��م ق��ب��ل از ام��ا اس��ت. ١٠.٢ م��ع��ادل��ه ج��واب

ن��ت��ی��ج��ه در .y − yp = c۱y۱ + c۲y۲ پ��س اس��ت. y۲ و y۱

y = c۱y۱ + c۲y۲ + yp.

■

اس��ت ک��اف��ی ه��م��گ��ن غ��ی��ر خ��ط��ی دوم م��رت��ب��ه م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ی��اف��ت��ن ب��رای .۶٢.٢ ن��ت��ی��ج��ه

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا آن ن��ظ��ی��ر ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ب��رای خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو .١



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٧٠

ب��ی��اب��ی��م. ه��م��گ��ن غ��ی��ر م��ع��ادل��ه ب��رای خ��اص ج��واب ی��ک .٢

پ��ارام��ت��ر ت��غ��ی��ی��ر روش ١٠.٢

ی��ک y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰ م��ع��ادل��ه از خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب دو داش��ت��ن ب��ا روش ای��ن در

ک��ه روش ای��ن در م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x) م��ع��ادل��ه ب��رای خ��اص ج��واب

D[y] = ۰ ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه از ج��واب دو y۲ و y۱ �ن��ی��م م��ی�ک� ف��رض دارد، ن��ام پ��ارام��ت��ر �ی��ر �ی� ت��غ� روش
yp = u۱y۱ + u۲y۲ �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� را u۲(x) و u۱(x) �ول �ه� �ج� م� �ع �واب� ت� و �د �ن� �اش� ب�

ب��اش��د. D[y] = g م��ع��ادل��ه ج��واب
�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� �وری ط� را u۲, u۱ �م �ی� �واه� �ی�خ� م� و D[y۲] = ۰, D[y۱] = ۰ �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م� �س پ�

.D[u۱y۱ + u۲y۲] = g(x)

yp = u۱y۱ + u۲y۲

y
′
p = u

′

۱y۱ + u۱y
′

۱ + u
′

۲y۲ + u۲y
′

۲

ک��ردی��م) اض��اف��ه را (ش��رط ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��دا ط��وری را u۱, u۲ راح��ت��ی ب��رای

u
′

۱y۱ + u
′

۲y = ۰ (۱)
⇒ y

′
p = u۱y

′

۱ + u۲y
′

۲
y
′′
p = u

′

۱y
′

۱ + u۱y
′′

۱ + u
′

۲y
′

۲ + u۲y
′′

۲

م��ی�ده��ی��م. ق��رار م��ع��ادل��ه در را yp ح��ال

D[yp] = u
′

۱y
′

۱ + u۱y
′′

۱ + u
′

۲y
′

۲ + u۲y
′′

۲
+p(x)(u۱y

′

۱ + u۲y
′

۲) + q(x)(u۱y۱ + u۲y۲) = g(x)

D[yp] = u۱
[
y
′′

۱ + p(x)y
′

۱ + q(x)y۱
]
+ u۲

[
y
′′

۲ + p(x)y
′

۲ + q(x)y۲
]

+u
′

۱y
′

۱ + u
′

۲y
′

۲ = g(x)

D[y۱] = ۰, D[y۲] = ۰ ⇒ u
′

۱y
′

۱ + u
′

۲y
′

۲ = g(x) (۲)



٧١ دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات

در u۱, u۲ �د �ای� ب� �د، �اش� ب� D[y] = g(x) �ه �ادل� �ع� م� �واب ج� yp = u۱y۱ + u۲y۲ �ه �ک� �ن� ای� �رای ب� �س پ�
ک��ن��د. ص��دق (٢) و (١) راب��ط��ه }دو

u
′

۱y۱ + u
′

۲y۲ = ۰
u

′

۱y
′

۱ + u
′

۲y
′

۲ = g(x)

ی��م: دار ک��رام��ر روش ط��ب��ق ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را (u۱, u۲) م��ج��ه��ول دو م��ع��ادل��ه دو دس��ت��گ��اه ای��ن از

u
′

۱ =

∣∣∣∣∣∣∣
۰ y۲

g(x) y
′

۲

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y۱ y۲

y
′

۱ y
′

۲

∣∣∣∣∣∣∣
= −y۲g(x)

W (y۱,y۲)

u
′

۲ =

∣∣∣∣∣∣∣
y۱ ۰
y
′

۱ g(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y۱ y۲

y
′

۱ y
′

۲

∣∣∣∣∣∣∣
= y۱g(x)

W (y۱,y۲)

ب��اش��د. ی��ک y′′ ض��ری��ب ک��ه اس��ت وق��ت��ی g(x) ف��رم��ول ای��ن در ت��وج��ه:
دس��ت �ه ب� yp = u۱y۱ + u۲y۲ �ه �ج� �ی� �ت� ن� در و u۱, u۲ �الا، ب� �ه �ط� راب� �رف ط� دو از �ری �ی� �رال�گ� �گ� �ت� ان� �ا ب�

م��ی�آی��د.

ب��ی��اب��ی��د. را y′′ − ۳y′
+ ۲y = (۱+ e−۲x)−

۱
۲ م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب .۶٣.٢ م��ث��ال

�ه �ادل� �ع� م� �ی �ن� �ع� ی� �ر �ی� �ظ� ن� �ن �گ� �م� ه� �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �د �ای� ب� �دا �ت� اب� �د ش� �ه �ت� �ف� گ� �ه �چ� آن� �ق �ب� ط� �ل: ح�
ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را y′′ − ۳y′

+ ۲y = ۰

r۲ − ۳r + ۲ = ۰ ⇒ (r − ۲)(r − ۱) = ۰
⇒ r۱ = ۲, r۲ = ۱
⇒ y۱ = e۲x, y۲ = ex

⇒ ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب = yh = c۱e
۲x + c۲e

x.

yp = u۱y۱+u۲y۲ م��ی�ده��ی��م ق��رار اس��ت. پ��ارام��ت��ر ت��غ��ی��ی��ر روش از اس��ت��ف��اده ب��ا yp ی��اف��ت��ن ب��ع��د ق��دم



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٧٢

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا ش��ده گ��ف��ت��ه ف��رم��ول�ه��ای از اس��ت��ف��اده ب��ا را u۲, u۱ و

u
′

۱ =
−gy۲

W (y۱,y۲)
, u

′

۲ =
gy۱

W (y۱,y۲)

W (y۱, y۲) =

∣∣∣∣∣y۱ y۲

y
′

۱ y
′

۲

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ e۲x ex

۲e۲x ex

∣∣∣∣∣ = −e۳x

u
′

۱ =
−(۱+e−۲x)−

۱
۲ ex

−e۳x = ۱
e۲x

√
۱+e−۲x

⇒ u۱ =

∫
dx

e۲x
√
۱+ e−۲x

=

∫
−dt
۲
√
t
= −

√
t

۱+ e−۲x = t⇒ −۲e−۲xdx = dt

⇒ u۱ = −
√
۱+ e−۲x

u
′

۲ =
(۱+e−۲x)−

۱
۲ e۲x

−e۳x = −۱
ex
√

۱+e−۲x

⇒ u۲ =

∫
−dx

ex
√
۱+ e−۲x

=

∫
dt√
۱+ t۲

= sinh−۱ t

e−x = t⇒ −e−xdx = dt

⇒ u۲ = sinh−۱(e−x)

⇒ yp = u۱y۱ + u۲y۲ = −
√
۱+ e−۲x · e۲x + (sinh−۱(e−x))ex

م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

y = yh + yp = c۱e
۲x + c۲e

x −
√
۱+ e−۲x · (e۲x) + (sinh−۱(e−x))ex.

▲

ک��ن��ی��د. پ��ی��دا را زی��ر م��ع��ادلات ع��م��وم��ی ج��واب .۶۴.٢ ت��م��ری��ن

(ال��ف) ۲xy′′
+ (۱− ۴x)y′

+ (۲x− ۱)y = ex

(ب) x۲y
′′
+ ۷xy′

+ ۵y = ۱۲x
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ن��ام��ع��ی��ن ض��رای��ب روش ١١.٢

ب��رای y′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x) ه��م��گ��ن غ��ی��ر م��ع��ادل��ه از خ��اص ج��واب ی��ک ی��اف��ت��ن ب��رای

�ر �ت� �ارام� پ� �ر �ی� �ی� �غ� ت� روش از �ر �اده�ت� س� �ای روش�ه� �ا ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ی �اص� خ� �ل �ک� ش� g(x) �ع �اب� ت� �ی �ت� وق�
ک��رد. پ��ی��دا را yp م��ی�ت��وان

از �د �ع� ب� �ه �ادل� �ع� م� �ن ای� �ل ح� �رای ب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را y′′
+ y = x۲ �ه �ادل� �ع� م� .۶۵.٢ م��ث��ال

�ه �ادل� �ع� م� از �اص خ� �واب ج� �ک ی� �ه ب� �از �ی� ن� ،y′′
+ y = ۰ �ن �گ� �م� ه� �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �ن �ت� �اف� ی�

ج��واب ک��ه �ی��م �ف��ه��م� ب� �ی��م م��ی�ت��وان� اس��ت، x۲ �ل��ه�ای �ن��دج��م� چ� g(x) ک��ه �ن��ج��ا ای� در داری��م. y′′
+ y = x۲

�د �ای� ب� �ز �ی� ن� �واب ج� �ه �ادل� �ع� م� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� و �د �اش� ب� �ه�ای �ل� �م� ج� �د �ن� چ� �رم ف� �ه ب� �د �وان� �ی�ت� م� �ز �ی� ن� �ه �ادل� �ع� م�
yp = Ax۲ + Bx + C دو �ه درج� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �رم ف� �ه ب� را yp �واب ج� �س پ� �د. �اش� ب� دو �ه درج�

ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در yp ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��دا ط��وری را C و B ،A و م��ی�ن��وی��س��ی��م

y
′
p = ۲Ax+B, y

′′
p = ۲A

y
′′
p + yp = ۲A+Ax۲ +Bx+ C = Ax۲ +Bx+ (۲A+ C)

?
= x۲

⇒


A = ۱
B = ۰
۲A+ C = ۰ ⇒ C = −۲

⇒ yp = x۲ − خ��اص۲ ج��واب

▲

ج��واب ک��ردن �ی��دا پ� ب��رای �ری��د. �ی� �گ� ب� �ر ن��ظ� در را y′′
+ ۳y′

+ ۲y = ۴xex �ادل��ه �ع� م� .۶۶.٢ م��ث��ال
ب��اش��د. اول درج��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک ب��ای��د ج��واب ک��ه ب��زن��ی��م ح��دس م��ی�ت��وان��ی��م ن��ی��ز م��ع��ادل��ه ای��ن خ��اص
�ی��م �ن� م��ی�ک� س��ع��ی و yp = ex(Ax+B) م��ی�ده��ی��م ق��رار پ��س ب��اش��د. ه��م ex ش��ام��ل ب��ای��د �ن��ی��ن ه��م��چ�

ک��ن��د. ص��دق م��ع��ادل��ه در yp ک��ه ک��ن��ی��م پ��ی��دا ط��وری را B و A

yp = ex(Ax+B)

y
′
p = ex(Ax+B) +Aex = Axex + (A+B)ex

y
′′
p = Aex +Axex + (A+B)ex

y
′′
p + ۳y′

p + ۲yp = Aex +Axex + (A+B)ex

+۳(Axex + (A+B)ex)

+۲ex(Ax+B) = ۴xex
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⇒ ex [۶Ax+ (۵A+ ۶B)] = ۴xex

⇒

{
۶A = ۴ ⇒ A = ۲

۳
۵A+ ۶B = ۰ ⇒ B = −۵

۹
⇒ yp = ex( ۲۳x− ۵

۹ ).

▲

م��ی�زن��ی��م ح��دس ه��م م��ع��ادل��ه ای��ن در ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را y′′ − y = ex م��ع��ادل��ه ح��ال .۶٧.٢ م��ث��ال
ی��م دار پ��س م��ی�ک��ن��ی��م. ام��ت��ح��ان را yp = Aex و ب��اش��د ex از ض��ری��ب��ی ف��رم ب��ه ج��واب

y
′
p = Aex, y

′′
p = Aex ⇒ y

′′
p − yp = Aex −Aex = ۰ ̸= ex

ای��ن و yp = Axex �ی��م ده� ق��رار گ��ر ا ح��ال �ن��د. �م��ی�ک� ن� ص��دق �ادل��ه �ع� م� در Aex ف��رم �ه ب� ج��واب��ی پ��س
داش��ت. خ��واه��ی��م ک��ن��ی��م ام��ت��ح��ان را ت��اب��ع

yp = Axex

y
′
p = Aex +Axex

y
′′
p = Aex +Aex +Axex

y
′′
p − yp = ۲Aex +Axex −Axex

?
= ex

⇒ ۲A = ۱ ⇒ A = ۱
۲ ⇒ yp =

۱
۲xe

x

،e۱x در و اس��ت r۲ − ۱ = ۰ �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ه �ش� ی� ر r = ۱ �ه ک� اس��ت �ن ای� �وع �وض� م� �ن ای� �ل �ی� دل�
اس��ت. ی��ک ه��م x ض��ری��ب

�ود، ب� y′′
+ y = ex �رم ف� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� لا� �ث� م� �ود، �ب� ن� �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ه �ش� ی� ر r = ۱ �ر گ� ا �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

▲ ب��ود. ج��واب yp = Aex

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = g(x) �گ��ن �م� ه� �ر �ی� غ� �ط��ی خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ه �ادل� �ع� م� �رای ب� .۶٨.٢ ق��ض��ی��ه

g(x) = eαxPn(x) cosβx �ا ی� g(x) = eαxPn(x) sinβx �ورت ص� �ه ب� g(x) �ع �اب� ت� �ر گ� ا
ب��ه خ��اص ج��واب ی��ک دارای م��ع��ادل��ه آن��گ��اه اس��ت. n م��رت��ب��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک Pn(x) ک��ه ب��اش��د،

اس��ت. زی��ر ص��ورت

yp = xseαx [cosβx(A۰x
n + · · ·+An) + sinβx(B۰x

n + · · ·+Bn)]

م��ی�ش��ود. ت��ع��ی��ی��ن زی��ر ص��ورت ب��ه s ف��رم��ول ای��ن در ک��ه

.s = ۰ آن��گ��اه ن��ب��اش��د، ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر α
+
− iβ گ��ر ا .١
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.s = ۱ آن��گ��اه ب��اش��د، ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر α
+
− iβ گ��ر ا .٢

.s = ۲ آن��گ��اه ب��اش��د، ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه م��ض��اع��ف ی��ش��ه ر α و β = ۰ گ��ر ا .٣

را yp ب��الا، ف��رم�ه��ای از ی��ک��ی ب��ه g(x) ب��ا ه��م��گ��ن �ی��ر غ� م��ع��ادل��ه در yp ی��اف��ت��ن ب��رای .۶٩.٢ ن��ت��ی��ج��ه
�ا Biه� و �ا Aiه� �رای��ب ض� �ی��ن �ی� �ع� ت� �رای ب� �ق��ط ف� و �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �ه �ی� �ض� ق� �رای��ط ش� �ا ب� �ق �اب� �ط� م� �ی �ل� ک� �رم ف� در

آوری��م. دس��ت ب��ه را ض��رای��ب و ده��ی��م ق��رار م��ع��ادل��ه در را yp اس��ت ک��اف��ی

.٧٠.٢ ن��ت��ی��ج��ه

م��ق��دار ت��ک��رار ب��راب��ر s ک��ه yp = xs(A۰xn + · · ·+An) آن��گ��اه ،g(x) = Pn(x) گ��ر ا (ال��ف)
اس��ت. ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ع��ن��وان ب��ه ص��ف��ر

�ر �راب� ب� s �ه ک� yp = xseαx(A۰xn + · · · + An) �اه �گ� آن� ،g(x) = Pn(x)e
αx �ر گ� ا (ب)

اس��ت. ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ع��ن��وان ب��ه α م��ق��دار ت��ک��رار

D[y] = y
′′
+p(x)y

′
+q(x)y = g۱(x)+g۲(x)+· · ·+gt(x) م��ع��ادل��ه ب��رای .٧١.٢ ن��ک��ت��ه

�اص خ� �واب ج� �ک ی� yp۲ و D[y] = g۱ �ه �ادل� �ع� م� از �اص خ� �واب ج� �ک ی� yp۱ �ر گ� ا
D[y] = gt �ه �ادل� �ع� م� از �اص خ� �واب ج� �ک ی� ypt . . . و D[y] = g۲ �ه �ادل� �ع� م� از
�ه �ادل� �ع� م� از �اص خ� �واب ج� �ک ی� yp = yp۱ + yp۲ + · · · + ypt �اه �گ� آن� �د، �اش� ب�

اس��ت. D[y] = g۱(x) + g۲(x) + · · ·+ gt(x)t

�د. �ی� �س� �وی� �ن� ب� را �ر زی� �ن �گ� �م� ه� �ر �ی� غ� �ادلات �ع� م� �رای ب� �اص خ� �واب ج� �ک ی� �ی �ل� ک� �رم ف� .٧٢.٢ م��ث��ال
ن��ی��س��ت). لازم ض��رای��ب (م��ح��اس��ب��ه

(ال��ف) ۲y′′
+ ۳y′

+ y = x۲ + ۱

α = ۰, β = ۰ ⇒ α+ iβ = ۰

۲r۲ + ۳r + ۱ = ۰ ⇒ r = −۳
+
−
√
۹−۸

۴
⇒ r۱ = −۱, r۲ = − ۱

۲

Qn(x) و Pn(x) .s = ۰ پ��س ن��ی��س��ت، ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر α+ iβ = ۰ ن��ت��ی��ج��ه در
ه��س��ت��ن��د. دو درج��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای

yp = xseαx [cosβxPn(x) + sinβxQn(x)] , n = ۲
⇒ yp = Ax۲ +Bx+ C
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(ب) y
′′
+ y

′
= x۲

α = ۰, β = ۰ ⇒ α+ iβ = ۰
r۲ + r = ۰ ⇒ r۱ = ۰, r۲ = −۱ ⇒ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ص��ف��ر
yp = x(A۰x۲ +A۱x+A۲).

(ج) y
′′
+ ۳y′

+ ۲y = ۴xex

r۲ + ۳r + ۲ = ۰ ⇒ r۱ = −۱, r۲ = −۲
α = ۱, β = ۰ ⇒ ن��ی��س��ت ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ⇒αر s = ۰

⇒ yp = ex(A۰x+A۱).

(د) y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = x۲e−x cos ۲x

r۲ + ۲r + ۵ = ۰ ⇒ r = −۲
+
−
√
۴−۲۰

۲ ⇒ r = −۱
+
− ۲i

α = −۱, β = ۲ ⇒ α+ iβ = −۱+ ۲i ⇒ s = ۱
⇒ yp = xe−x

[
cos ۲x(A۰x۲ +A۱x+A۲) + sin ۲x(B۰x۲ +B۱x+B۲)

]
.

(ه) y
′′ − y = ۱+ coshx

ش��اخ��ص :م��ع��ادل��ه r۲ − ۱ = ۰ ⇒ r۱ = −۱, r۲ = ۱
y
′′ − y = ۱+ ex+e−x

۲
(۱) y

′′ − y = ن��ی��س��ت,۱ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ص��ف��ر ⇒ s = ۰yp۱ = xsA = A

(۲) y
′′ − y = ۱

۲e
x,اس��ت ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ی��ک ⇒ s = ۱ ⇒ yp۲ = Bxex

(۳) y
′′ − y = ۱

۲e
−x,ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ی��ک م��ن��ف��ی ⇒ s = ۱yp۳ = Cxe−x

⇒ yp = yp۱ + yp۲ + yp۳ = A+Bxex + Cxe−x.

(ی) y
′′ − ۲y′

+ ۵y = ۲ cos۲ x

ش��اخ��ص :م��ع��ادل��ه r۲ − ۲r + ۵ = ۰ ⇒ r = ۱
+
−

√
۱− ۵ = ۱

+
− ۲i
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y
′′ − ۲y′

+ ۵y = ۱+ cos ۲x
(۱) y

′′ − ۲y′
+ ۵y = ن��ی��س��ت,۱ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ص��ف��ر ⇒ s = ۰ ⇒ yp۱ = A

(۲) y
′′ − ۲y′

+ ۵y = cos ۲x,ن��ی��س��ت ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر ٢i ⇒ yp۲ = B cos ۲x+ C sin ۲x

▲

�رای��ب ض� �ه �ب� �اس� �ح� (م� �د �ی� �س� �وی� �ن� ب� را �ر زی� �ادلات �ع� م� از �اص خ� �واب ج� �ک ی� �ی �ل� ک� �رم ف� .٧٣.٢ ت��م��ری��ن
ن��ی��س��ت). لازم

(ال��ف) y′′
+ ۹y = ۳۶x cos۳x+ ۲ex sinhx

(ب) y
′′ − ۲y′

+ ۳y = x۳ + ex cos ۲x+ (sin
√
۲x) sinhx

(ج) y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = ex sin۲(x۲ ) cosh ۲x

(د) y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = ۲e−x sin۲ x

(ه) y
′′ − ۲y′

+ ۵y = ۲x۲ex cos۲ x+ ۱
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٣ ف��ص��ل

لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

ب��ا آن خ��واص ب��ا ش��دن آش��ن��ا و لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ن��ام ب��ه اب��زاری م��ع��رف��ی ب��ا م��ی�خ��واه��ی��م ف��ص��ل ای��ن در
ب��پ��ردازی��م. دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل ب��ه ق��ب��ل ف��ص��ل�ه��ای ب��ا م��ت��ف��اوت ک��ام��لا روش��ی

و م��ی�ش��وی��م �ن��ا آش� آن خ��واص و �ب��ه م��ح��اس� روش ب��ا ک��م��ی �ی��م، �ن� م��ی�ک� ت��ع��ری��ف را لاپ��لاس �ب��دی��ل ت� �ت��دا اب�
م��ی�پ��ردازی��م. روش ای��ن ب��ا دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ح��ل ب��ه ب��ع��د

ض��اب��ط��ه� و م��ی�ش��ود داده ن��ش��ان Γ(x) ب��ا ی��اف��ت��ه) ت��ع��م��ی��م ک��ت��وری��ل ف��ا (ت��اب��ع گ��ام��ا ت��اب��ع .١.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه آن

Γ(x) =

∫ ∞

۰
e−ttx−۱dt

▲

ازای ب��ه ف��وق ن��اس��ره �ت��گ��رال ان� ک��ه م��ی�ش��ود ث��اب��ت ه��م��گ��رای��ی آزم��ون�ه��ای از �ت��ف��اده اس� ب��ا .٢.٣ ن��ک��ت��ه
اس��ت. ه��م��گ��را x > ۰ ه��ر

.٣.٣ م��ث��ال

Γ(۱) =
∫∞
۰ e−tt۱−۱dt =

∫∞
۰ e−tdt

= lima→+∞
∫ a
۰ e

−tdt = lima→+∞ [−e−a + e−۰] = ۱

▲

�رای ب� �ددی ع� �ای روش�ه� �ت. �س� �ی� ن� �اده س� ،x > ۰ �ر ه� �رای ب� Γ �ع �اب� ت� �دار �ق� م� �ه �ب� �اس� �ح� م� .۴.٣ ن��ک��ت��ه
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م��ق��ادی��ر از ب��ع��ض��ی ب��رای ف��ق��ط اس��ت. م��وج��ود Γ ت��اب��ع م��ق��ادی��ر ج��دول و دارد وج��ود Γ(x) م��ح��اس��ب��ه
ک��رد. م��ح��اس��ب��ه را Γ م��ق��دار م��ح��اس��ب��ات و ان��ت��گ��رال�گ��ی��ری روش�ه��ای از اس��ت��ف��اده ب��ا م��ی�ت��وان x

.Γ( ۱۲) =
√
π ک��ه ک��رد م��ح��اس��ب��ه م��ی�ت��وان م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

�دا �ت� اب� �د. �ری� �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در را x > ۰, Γ(x) =
∫∞
۰ e−ttx−۱dt �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� Γ �ع �اب� ت� .۵.٣ ن��ک��ت��ه

م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ج��زء ب��ه ج��زء روش از و م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در را
∫
e−ttx−۱dt ن��ام��ع��ی��ن ان��ت��گ��رال

∫
e−ttx−۱dt = ۱

xe
−ttx +

∫ ۱
xe

−ttxdt

u = e−t ⇒ du = −e−tdt
dv = tx−۱dt ⇒ v = ۱

x t
x

x>۰⇒
∫∞
۰ e−ttx−۱dt = lima→+∞

[ ۱
xa

xe−a − ۱
x ۰xe۰

]
+ ۱

x

∫∞
۰ e−ttxdt

⇒ ∀ x > ۰ Γ(x) = ۱
xΓ(x+ ۱)

پ��س ب��ده��ی��م. ت��ع��م��ی��م ن��ی��ز م��ن��ف��ی xه��ای ب��رای را Γ ت��اب��ع م��ی�ت��وان��ی��م ک��ه م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه راب��ط��ه ای��ن از
ی��م دار ک��ل��ی ح��ال��ت در

∀ x ̸= −۱,−۲, . . . ,−n, . . . , x ̸= ۰, Γ(x) = ۱
xΓ(x+ ۱)

.۶.٣ م��ث��ال

Γ(− ۱
۲) = ۱

− ۱
۲
Γ(− ۱

۲ + ۱) = −۲Γ( ۱۲)

Γ(−۷
۳) = ۱

− ۷
۳
Γ(−۷

۳ + ۱) = −۳
۷Γ(−

۴
۳)

= ۹
۲۸Γ(−

۴
۳ + ۱) = ۹

۲۸Γ(−
۱
۳)

= − ۲۷
۲۸Γ(−

۱
۳ + ۱) = − ۲۷

۲۸Γ(
۲
۳)

▲

�دد ع� �ر ه� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� �ی� �ی�ب� م� Γ(x + ۱) = xΓ(x) �ی �ت� �ش� �ازگ� ب� �ه �ط� راب� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� .٧.٣ ن��ک��ت��ه



٨١ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

ی��م: دار n ط��ب��ی��ع��ی

Γ(n+ ۱) = nΓ(n)

= n(n− ۱)Γ(n− ۱)
= n(n− ۱)(n− ۲)Γ(n− ۲)
...
= n(n− ۱)(n− ۲) · · · ۲Γ(۱)

Γ(n+ ۱) = n!

�ارت �ب� ع� �ه ب� �ت. اس� �ل �وری� �ت� ک� �ا ف� �ر �ادی� �ق� م� �ان �م� ه� �ی �ع� �ی� �ب� ط� �داد اع� �رای ب� �ا �ام� گ� �ع �اب� ت� �ر �ادی� �ق� م� �ی �ن� �ع� ی�
از �ر �ی� غ� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ر �ادی� �ق� م� �ه �م� ه� �رای ب� �ل �وری� �ت� ک� �ا ف� �ع �اب� ت� �ه �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� را �ا �ام� گ� �ع �اب� ت� �وان �ی�ت� م� �ر �گ� دی�

گ��رف��ت. ن��ظ��ر در (. . . ,−۲,−۱)

از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� م��ی�ت��وان را �ی��ن �ع� م� �ت��گ��رال�ه��ای ان� از �ی��اری ب��س� �ا �ام� گ� �ری��ف �ع� ت� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب� .٨.٣ ن��ک��ت��ه
م��ی�ب��ی��ن��ی��م. م��ث��ال دو ن��م��ون��ه ب��رای زی��ر در ک��رد. م��ح��اس��ب��ه گ��ام��ا ت��اب��ع

.٩.٣ م��ث��ال

I =
∫∞
۰ z

۱
۲ e−z

۳
dz =

∫∞
۰ t

۱
۶ e−t · ۱

۳ t
− ۲

۳ dt

z۳ = t⇒ z = t
۱
۳ ⇒ dz = ۱

۳ t
− ۲

۳ dt

I =
∫∞
۰

۱
۳e

−tt−
۱
۲dt = ۱

۳
∫∞
۰ e−tt

۱
۲−۱dt

I = ۱
۳Γ(

۱
۲) =

√
π
۳ .

▲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٨٢

اس��ت. ن��اس��ره x = ۰ در زی��ر ان��ت��گ��رال .١٠.٣ م��ث��ال

I =
∫ ۱
۰
√
x lnx dx

lnx = u⇒ x = eu ⇒ dx = eudu

x→ ۰ ⇒ u→ −∞, x = ۱ ⇒ u = ۰
I =

∫ ۰
−∞ e

u
۲ ueudu =

∫ ۰
−∞ ue

۳
۲ udu

۳
۲u = −t⇒ ۳

۲ du = −dt⇒ du = − ۲
۳dt

u→ −∞ ⇒ t→ +∞, u = ۰ ⇒ t = ۰
I =

∫ ۰
+∞− ۲

۳ te
−t(− ۲

۳dt)

I =
∫∞
۰

۴
۹ e

−ttdt = ۴
۹Γ(۲)

Γ(۲) = Γ(۱+ ۱) = ۱Γ(۱) = ۱ ⇒
I = ۴

۹

▲

.١١.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) I =
∫∞
۰ x۲e−۲x۴dx

(ب) I =
∫ ۱
۰ x

۲ ln۳ xdx

لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ١.٣

ت��اب��ع لاپ��لاس �ب��دی��ل ت� ب��اش��د. ش��ده ت��ع��ری��ف [۰,+∞) ب��ازه در f ت��اب��ع �ی��د �ن� ک� ف��رض .١٢.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش L [f(x)] ی��ا F (s) ب��ا را f

F (s) = L [f(x)] =

∫ ∞

۰
e−sxf(x)dx

�را �گ� �م� ه� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� �ن ای� �ر گ� ا �ت. اس� �ره �اس� ن� �رال �گ� �ت� ان� �ک ی� �لاس لاپ� �ل �دی� �ب� ت� �ه ک� �ت اس� �ح واض�
▲ اس��ت. م��وج��ود f لاپ��لاس گ��وی��ی��م ب��اش��د،



٨٣ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را f(x) = ۱ ت��اب��ع .١٣.٣ م��ث��ال

L [۱] =
∫ ∞

۰
e−sxdx = lim

a→+∞

[
− ۱
s
e−sa +

۱
s
e−s۰

]
=

۱
s

▲ .s > ۰ ش��رط ب��ه

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را ث��اب��ت a ∈ R, f(x) = eax ت��اب��ع .١۴.٣ م��ث��ال

L [eax] =
∫∞
۰ e−sxeaxdx =

∫∞
۰ e(a−s)xdx

= limb→∞
∫ b
۰ e

(a−s)dx

= limb→∞

[
۱

a−se
(a−s)b − ۱

a−se
(a−s)۰

]
s > a, ش��رط ب��ه

L [eax] = ۱
s−a s > a

▲

.١۵.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [۱] = L [e۰x] =
۱
s
, s > ۰

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را −۱ < a ∈ R و f(x) = xa ت��اب��ع .١۶.٣ م��ث��ال

L [xa] =
∫∞
۰ e−sxxadx =

∫∞
۰ e−t( ts)

a · ۱
sdt

sx = t⇒ x = t
s ⇒ dx = ۱

sdt

L [xa] = ۱
sa+۱

∫∞
۰ e−ttadt = ۱

sa+۱Γ(a+ ۱)
L [xa] = ۱

sa+۱Γ(a+ ۱)

▲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٨۴

لاپ��لاس ت��ب��دی��ل خ��واص ٢.٣

اس��ت. خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک لاپ��لاس، ت��ب��دی��ل ع��م��ل��گ��ر .١٧.٣ خ��اص��ی��ت
داری��م g و f ت��اب��ع دو و c۲ و c۱ ث��اب��ت م��ق��دار دو ه��ر ب��رای دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

L [c۱f(x) + c۲g(x)] = c۱L [f(x)] + c۲L [g(x)].

اث��ب��ات.

L [c۱f(x) + c۲g(x)] =
∫∞
۰ e−sx(c۱f(x) + c۲g(x))dx

= c۱
∫∞
۰ e−sxf(x)dx+ c۲

∫∞
۰ e−sxg(x)dx

= c۱L [f(x)] + c۲L [g(x)].

■

ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را پ��ی��چ��ی��ده�ت��ری ت��واب��ع لاپ��لاس م��ی�ت��وان��ی��م خ��اص��ی��ت ای��ن از اس��ت��ف��اده ب��ا

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را cosh ax و sinh ax ت��واب��ع لاپ��لاس .١٨.٣ م��ث��ال

L [sinh ax] = L [ e
ax−e−ax

۲ ]
١٧.٣
= ۱

۲L [eax]− ۱
۲L [e−ax]

١۴.٣
= ۱

۲
۱

s−a −
۱
۲

۱
s+a

L [sinh ax] = a
s۲−a۲ s > a, s > −a.

L [cosh ax] = L [ e
ax+e−ax

۲ ] = ۱
۲L [eax] + ۱

۲L [e−ax]

= ۱
۲

۱
s−a +

۱
۲

۱
s+a

L [cosh ax] = s
s۲−a۲ s > a, s > −a.

▲

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را cos ax و sin ax ت��واب��ع لاپ��لاس .١٩.٣ م��ث��ال



٨۵ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

.eiax = cos ax+ i sin ax ک��ه ی��م دار ی��اد ب��ه

L [cos ax+ i sin ax] = L [eiax]

L [cos ax] + iL [sin ax] = ۱
s−ia

۱
s−ia = s+ia

s۲+a۲
= s

s۲+a۲
+ i a

s۲+a۲

⇒ L [cos ax] = s
s۲+a۲

, L [sin ax] = a
s۲+a۲

▲

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ت��واب��ع لاپ��لاس .٢٠.٣ م��ث��ال

(ال��ف) L [۲x۲ + ۳+ sin۳x] = ۲L [x۲] + ۳L [۱] + L [sin۳x]
= ۲ ۲!

s۳
+ ۳ ۱

s +
۳

s۲+۹

(a ∈ N, Γ(a+ ۱) = a!,L [xa] = Γ(a+۱)
sa+۱ (ی��ادآوری

(ب) L [sin ۲x cos ۲x] = L [ ۱۲ sin۴x]
= ۱

۲
۴

s۲+۱۶

(ج)
L [cos۲ ۲x] = L [ ۱+cos ۴x

۲ ]

= ۱
۲L [۱] + ۱

۲L [cos۴x]
= ۱

۲s +
۱
۲

s
s۲+۱۶

(د)
L [x

۳
۲ + sinh ۲x] = L [x

۳
۲ ] + L [sinh ۲x]

=
Γ( ۵۲ )

s
۵
۲

+ ۲
s۲−۴

▲

.٢١.٣ ت��م��ری��ن

(ه) L [sin۲ x cos۳ x]

(ی) L [sin۳ x]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٨۶

لاپ��لاس م��ع��ک��وس ت��ب��دی��ل ٣.٣

�ل �دی� �ب� ت� را [۰,+∞) �ازه ب� �ر ب� f(x) �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ع �اب� ت� �د، �اش� ب� �ع �اب� ت� �ک ی� F (s) �ر گ� ا .٢٢.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش L −۱[F (s)] ب��ا و L [f(x)] = F (s) ه��رگ��اه گ��وی��ی��م F (s) لاپ��لاس م��ع��ک��وس

L [f(x)] = F (s) ⇔ f(x) = L −۱[F (s)]

▲

لاپ��لاس �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �م، �ردی� ک� �ه �ب� �اس� �ح� م� را �ا �ه� آن� �لاس لاپ� لا� �ب� ق� �ه ک� �ی �ع� �واب� ت� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
ی��م: دار زی��ر در س��اده م��ث��ال چ��ن��د ع��ن��وان ب��ه ی��م. آور دس��ت ب��ه را ت��واب��ع از خ��ی��ل��ی وارون

L −۱[ ۱s ] = ۱ (L [۱] = ۱
s ک��ه دی��دی��م (زی��را

L −۱[ ۱
s−a ] = eax (L [eax] = ۱

s−a ک��ه دی��دی��م (زی��را
L −۱[ s

s۲+a۲
] = cos ax

L −۱[ a
s۲+a۲

] = sin ax

L −۱[ s
s۲−a۲ ] = cosh ax

L −۱[ a
s۲−a۲ ] = sinh ax

L −۱[s−α] = xα−۱

Γ(α) (L [xa] = Γ(a+۱)
sα+۱ ک��ه دی��دی��م (زی��را

م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه .٢٣.٣ م��ث��ال

(ال��ف) L −۱[ ۱
s۲
] = L −۱[s−۲] = x

Γ(۲) = x

(ب) L −۱[ ۱
s۳
] = L −۱[s−۳] = x۲

Γ(۳) =
x۲

۲!

(ج) L −۱[s−
۳
۲ ] = x

۱
۲

Γ( ۳۲ )

▲

.٢۴.٣ ن��ک��ت��ه
ی��ع��ن��ی اس��ت. خ��ط��ی ع��م��ل��گ��ر ی��ک L −۱ ع��م��ل��گ��ر

L −۱[c۱F (s) + c۲G(s)] = c۱L
−۱[F (s)] + c۲L

−۱[G(s)].



٨٧ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

ک��رد. م��ح��اس��ب��ه را پ��ی��چ��ی��ده�ت��ری ت��واب��ع وارون لاپ��لاس م��ی�ت��وان ن��ک��ت��ه ای��ن ب��ه ت��وج��ه ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ت��واب��ع وارون لاپ��لاس .٢۵.٣ م��ث��ال

(ال��ف) L −۱[ s+۲
s۲+۱ ]

= L −۱[ s
s۲+۱ ] + ۲L −۱[ ۱

s۲+۱ ]

= cosx+ ۲ sinx

(ب) L −۱[ ۱
s(s+۱) ]

= L −۱[ ۱s −
۱
s+۱ ]

= L −۱[ ۱s ]− L −۱[ ۱
s+۱ ]

= ۱− e−x

(ج) L −۱[ s
(s۲−۱)(s۲+۳) ]

= L −۱[
۱
۴ s

s۲−۱ +
− ۱

۴ s

s۲+۳ ]

= s
(s۲−۱)(s۲+۳) =

As+B
s۲−۱ + Cs+D

s۲+۳
A = ۱

۴ , B = ۰
C = − ۱

۴ , D = ۰
D,C,B,A م��ح��اس��ب��ه از پ��س

f(x) = ۱
۴ coshx− ۱

۴ cos
√
۳x.

▲

ن��م��ای��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ت��واب��ع وارون لاپ��لاس .٢۶.٣ ت��م��ری��ن

(د) L −۱[ ۱
s۴−۱ ]

(ه) L −۱[ s
s۲−s−۱۲ ]

(ی) L −۱[ s
(s۲+۱)(s۲+۲) ]

لاپ��لاس ب��ا ت��اب��ع ی��ک لاپ��لاس ارت��ب��اط ک��ه دی��د خ��واه��ی��م را لاپ��لاس ت��ب��دی��ل از خ��واص��ی ادام��ه در
م��ی�ک��ن��د. ب��ی��ان را آن م��ش��ت��ق

،x ه��ر ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن ب��اش��د، م��ش��ت��ق�پ��ذی��ر و پ��ی��وس��ت��ه [۰,+∞) ب��ازه ب��ر f ت��اب��ع گ��ر ا .٢٧.٣ ق��ض��ی��ه
�ه ب� �ه �ع� �ط� ق� [۰,+∞) �ر ب� f ′

(x) و �د �ن� �ت� �س� ه� �اب��ت ث� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �داد اع� a و M �ه ک� |f(x)| ≤ Meax

آن��گ��اه ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه ق��ط��ع��ه

L [f
′
(x)] = sL [f(x)]− f(۰)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٨٨

اث��ب��ات ط��رح

L [f
′
(x)] =

∫∞
۰ e−sxf

′
(x)dx

u = e−sx ⇒ du = −se−sxdx
dv = f

′
(x)dx⇒ v = f(x)

L [f
′
(x)] = e−sxf(x)|∞۰ +

∫∞
۰ se−sxf(x)dx

L [f
′
(x)] = s

∫∞
۰ e−sxf(x)dx− f(۰)

L [f
′
(x)] = sL [f(x)]− f(۰).

ی��م: دار خ��اص��ی��ت ای��ن از م��ج��دد اس��ت��ف��اده ب��ا .٢٨.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [f
′′
(x)] = sL [f

′
(x)]− f

′
(۰)

L [f
′′
(x)] = s۲L [f(x)]− sf(۰)− f

′
(۰)

ک��ل��ی ح��ال��ت در

L [f (n)(x)] = snL [f(x)]−sn−۱f(۰)−sn−۲f
′
(۰)−· · ·−sf (n−۲)(۰)−f (n−۱)(۰)

�ا ب� را �اد�ه�ای س� �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �ی �ط� خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ادلات �ع� م� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ات �لاع� اط� �ن �ی� �م� ه� �ا ب� �ا �ج� �ن� ای� �ا ت�
ط��رف��ی��ن از ک��ه اس��ت ص��ورت ای��ن ب��ه �ل��ی ک� رون��د روش، ای��ن در �ن��ی��م. ک� ح��ل لاپ��لاس روش �ت��ف��اده اس�
�ب �س� ح� �ر ب� را �ا �ارت�ه� �ب� ع� �ه �م� ه� �لاس لاپ� �ل �دی� �ب� ت� �واص خ� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �لاس لاپ� �ه �ادل� �ع� م�
�ا ب� �پ��س س� �د. آی� �ت دس� �ه ب� �ی �ع� �اب� ت� ی��ک �ر �راب� ب� L [y] �ه �ادل� �ع� م� �ه ک� �ی �ای� ج� �ا ت� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ل �دی� �ب� ت� L [y]

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را م��ج��ه��ول ت��اب��ع م��ع��ادل��ه آن ط��رف��ی��ن ب��ر وارون لاپ��لاس اع��م��ال

�اده �ف� �ت� اس� �ا ب� را y′
(۰) = −۱, y(۰) = ۱ ،y′′ − ۵y′

+ ۶y = e۴x �ه �ادل� �ع� م� .٢٩.٣ م��ث��ال
ک��ن��ی��د. ح��ل لاپ��لاس ت��ب��دی��ل از



٨٩ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

y
′′ − ۵y′

+ ۶y = e۴x

L [y
′′ − ۵y′

+ ۶y] = L [e۴x]

L [y
′′
]− ۵L [y

′
] + ۶L [y] = L [e۴x]

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰)− ۵sL [y]− ۵y(۰) + ۶L [y] = ۱

s−۴
(s۲ − ۵s+ ۶)L [y]− s− ۴ = ۱

s−۴
(s۲ − ۵s+ ۶)L [y] = ۱

s−۴ + s+ ۴ = s۲−۱۵
s−۴

L [y] = s۲−۱۵
(s−۴)(s۲−۵s+۶)

⇒ y = L −۱[ s۲−۱۵
(s−۴)(s۲−۵s+۶) ]

s۲−۱۵
(s−۴)(s−۲)(s−۳) = A

s−۴ + B
s−۲ +

C
s−۳

⇒ A = ۱
۲ , B = −۱۱

۲ , C = ۶
y = L −۱[

۱
۲

s−۴ ] + L −۱[
−۱۱
۲

s−۲ ] + L −۱[ ۶
s−۳ ]

y = ۱
۲e

۴x + −۱۱
۲ e

۲x + ۶e۳x

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل لاپ��لاس ت��ب��دی��ل از اس��ت��ف��اده ب��ا را زی��ر م��ع��ادلات .٣٠.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′′
+ ۳y′

+ ۲y = cosx y(۰) = ۰, y′
(۰) = ۲

(ب) y
′′ − ۳y′

+ ۲y = e−x y(۲) = ۰, y′
(۲) = ۱

(ج) y
′′
+ y

′ − ۲y = x y(۰) = ۲, y′
(۰) = ۰

L [−xf(x)] = dF (s)
ds آن��گ��اه ،L [f(x)] = F (s) گ��ر ا .٣١.٣ ق��ض��ی��ه

اث��ب��ات.

d
dsF (s) = d

ds

∫∞
۰ e−sxf(x)dx =

∫∞
۰

∂
∂s(e

−sxf(x))dx

=
∫∞
۰ −xe−sxf(x)dx =

∫∞
۰ e−sx(−xf(x))dx

dF (s)
ds = L [−xf(x)].

■



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٩٠

ی��م: دار n ط��ب��ی��ع��ی ع��دد ه��ر ب��رای ب��الا ق��ض��ی��ه ت��ک��رار ب��ا .٣٢.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [(−۱)nxnf(x)] = dn

dxn
L [f(x)]

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع لاپ��لاس .٣٣.٣ م��ث��ال

.١ L [x sin ax]

= − d
dsL [sin ax] = − d

ds(
a

s۲+a۲
)

= −( −۲as
(s۲+a۲)۲

) = ۲as
(s۲+a۲)۲

.٢ L [x۲ cos ax]

= (−۱)۲ d۲
ds۲

L [cos ax]

= d۲

ds۲
( s
s۲+a۲

)

= d
ds [

s۲+a۲−۲s۲
(s۲+a۲)۲

]

= −۲s(s۲+a۲)۲−۴s(s۲+a۲)(a۲−s۲)
(s۲+a۲)۴

= ۲s(s۲−۳a۲)
(s۲+a۲)۳

.٣ L [x sin۲ ax]



٩١ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

= − d
dsL [sin۲ ax]

= − d
dsL [ ۱−cos ۲ax

۲ ]

= − d
ds [

۱
۲s −

۱
۲

s
s۲+۴a۲ ]

= ۱
۲s۲ +

۱
۲
s۲+۴a۲−۲s۲
(s۲+۴a۲)۲

= ۱
۲s۲ +

۱
۲

۴a۲−s۲
(s۲+۴a۲)۲

▲

.٣۴.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) L [x۲eax]

(ب) L [xneax], ∀ n ∈ N dn

dxn (
۱

s−a) =
n!

(s−a)n+۱ اس��ت��ق��را ب��ا

(ج) L [x sinh ۲x]

دس��ت ب��ه را �ده�ت��ری �ی� �چ� �ی� پ� �ع �واب� ت� �ک��وس �ع� م� لاپ��لاس �ی��م �وان� م��ی�ت� �ده ش� �ه �ت� �ف� گ� �ی��ت خ��اص� �ه ب� �ه ت��وج� �ا ب�
اس��ت. ت��اب��ع��ی چ��ه م��ش��ت��ق ش��ده داده ت��اب��ع ده��ی��م ت��ش��خ��ی��ص اس��ت ک��اف��ی ی��م. آور

ک��ن��ی��د. دق��ت زی��ر ن��م��ون��ه�ه��ای ب��ه م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

L −۱[
d

ds
F (s)] = −xL −۱[F (s)]

.٣۵.٣ م��ث��ال

.١ L −۱[ s
(s+۱)۲ ]

= L −۱[ ۱
s+۱ ]− L −۱[ ۱

(s+۱)۲ ]

= e−x − L −۱[− d
ds

۱
s+۱ ]

= e−x − xe−x

.٢ L −۱[ ۱
(s−۴)۳ ]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٩٢

= ۱
۲L

−۱[ d
۲

ds۲
( ۱
s−۴)]

= ۱
۲x

۲e۴x

ک��ل��ی: ح��ال��ت در
ک��ه دی��دی��م (ب) ق��س��م��ت ٣۴.٣ ت��م��ری��ن در

L [xneax] =
n!

(s− a)n+۱ .

ن��ت��ی��ج��ه در

L −۱[
۱

(s− a)n+۱ ] =
xneax

n!
.

▲

.٣۶.٣ م��ث��ال

.١ L −۱[ ۱
s۲
] = x

.٢ L −۱[ ۱
s۳
] = x۲

۲!

.٣ L −۱[ ۱
sn+۱ ] =

xn

n!

▲

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر وارون لاپ��لاس .٣٧.٣ م��ث��ال

L −۱[ln(
s+ a

s− a
)]

م��ی�ده��ی��م ق��رار ح��ل.

L −۱[ln( s+as−a)] = f(x)

⇒ L [f(x)] = ln( s+as−a)

⇒ L [xf(x)] = − d
ds ln(

s+a
s−a)

⇒ L [xf(x)] = ۲a
s۲−a۲

⇒ L −۱[ ۲a
s۲−a۲ ] = xf(x)

⇒ ۲ sinh ax = xf(x)

⇒ f(x) = ۲ sinh ax
x



٩٣ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

▲

.٣٨.٣ ت��م��ری��ن

L −۱[ln(۱− a۲

s۲
)] =?

آن��گ��اه ب��اش��د، م��وج��ود limx→۰+
f(x)
x و L [f(x)] = F (s) گ��ر ا .٣٩.٣ ق��ض��ی��ه

L

[
f(x)

x

]
=

∫ ∞

s
F (u)du

اث��ب��ات: ط��رح

F (u) =
∫∞
۰ e−uxf(x)dx∫∞

s F (u)du =
∫∞
s (
∫∞
۰ e−uxf(x)dx)du

=
∫∞
۰ (
∫∞
s e−uxf(x)du)dx

=
∫∞
۰ [− ۱

xe
−ux]|∞s f(x)dx

=
∫∞
۰ e−sx f(x)x dx

= L [f(x)x ].

.۴٠.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L −۱
[∫ ∞

s
F (u)du

]
=

۱
x

L −۱[F (s)]
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.۴١.٣ م��ث��ال

L [ sin axx ] =
∫∞
۰ L [sin ax]du

=
∫∞
s

a
u۲+a۲

du

= limb→+∞
∫ b
s

a
u۲+a۲

du

= limb→+∞
∫ b
s

۱
a

du
(u
a
)۲+۱

u
a = t⇒ du

a = dt

L [ sin axx ] = limb→∞
∫ b

a
s
a

dt
t۲+۱

= limb→+∞
[
tan−۱ b

a − tan−۱ s
a

]
= π

۲ − tan−۱ s
a

= tan−۱ a
s

▲

.۴٢.٣ م��ث��ال

L −۱[ s
(s۲+۴)۲ ] = f(x)

⇒ f(x)
x = L −۱(

∫∞
s

u
(u۲+۴)۲du)

f(x)
x = L −۱

[
limb→+∞

∫ b
s

u
(u۲+۴)۲ du

]
u۲ + ۴ = t⇒ ۲udu = dt

= L −۱
[
limb→+∞

∫ b۲+۴
s۲+۴

۱
۲
dt
t۲

]
f(x)
x = L −۱[limb→∞[−۱

۲t ]
b۲+۴
s۲+۴]

= L −۱[ ۱
۲(s۲+۴) ]

f(x)
x = ۱

۴ sin ۲x
f(x) = ۱

۴x sin ۲x.

▲

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع م��ع��ک��وس لاپ��لاس ی��ا لاپ��لاس .۴٣.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) L [ sinh axx ]

(ب) L [
∫ x
۰ e

−۳t ۱−e−t

t dt]

(ج) L −۱[ ۱
s۳(s۲+۱)۲ ]
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(د) L [ ۱
(s۲+۱)۲ ]

ک��ن��ی��د. ح��ل لاپ��لاس ت��ب��دی��ل روش از اس��ت��ف��اده ب��ا را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .۴۴.٣ م��ث��ال

xy
′′
+ ۲(x− ۱)y′ − ۲y = ۰, y(۰) = ۰ ١٧.٣

L [xy
′′
] + ۲L [(x− ۱)y′

]− ۲L [y] = ۰
− d
dsL [y

′′
]− ۲ ddsL [y

′
]− ۲L [y

′
]− ۲L [y] ٣١.٣

− d
ds [s

۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰)]− ۲ dds [sL [y]− y(۰)] ٢٧.٣

−۲[sL [y]− y(۰)]− ۲L [y] = ۰ s ح��س��ب ب��ر م��ش��ت��ق�گ��ی��ری
−۲sL [y]− s۲ ddsL [y]− ۲L [y]− ۲s ddsL [y]

−۲sL [y]− ۲L [y] = ۰ س��اده�س��ازی
(s۲ + ۲s) ddsL [y] + (۴s+ ۴)L [y] = ۰
⇒ L

′
[y]

L [y] = − ۴s+۴
s۲+۲s

⇒ ln(L [y]) = −۲
∫ ۲s+۲
s۲+۲sds

ln(L [y]) = −۲ ln(s۲ + ۲s) = ln(s۲ + ۲s)−۲

⇒ L [y] = ۱
(s۲+۲s)۲

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه ب��الا ت��س��اوی ط��رف��ی��ن از گ��رف��ت��ن م��ع��ک��وس لاپ��لاس ب��ا y ت��اب��ع

y = L −۱
[

۱
(s۲ + ۲s)۲

]
ک��س��ر ت��ف��ک��ی��ک

۱
(s۲ + ۲s)۲ =

۱
s۲(s+ ۲)۲ =

As+B

s۲
+
Cs+D

(s+ ۲)۲

ض��رای��ب م��ح��اس��ب��ه

A = − ۱
۴ , B = ۱

۴ , C = ۱
۴ , D = ۳

۴
⇒ L −۱[− ۱

۴
۱
s ] + L −۱[ ۱۴

۱
s۲
] + ۱

۴L −۱[ s+۳
(s+۲)۲ ]

⇒ y = − ۱
۴ + ۱

۴x+ ۱
۴L −۱[ ۱

s+۲ ] +
۱
۴L −۱[ ۱

(s+۲)۲ ]

⇒ y = − ۱
۴ + ۱

۴x+ ۱
۴e

−۲x + ۱
۴xe

−۲x

▲
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ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادلات .۴۵.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) xy′′
+ (x− ۱)y′ − y = ۰ y(۰) = ۰

(ب) y
′′ − ۶y′

+ ۹y = ۶x۲e۳x y(۰) = ۰, y
′
(۰) = ۰

(ج) xy
′′
+ y

′
+ xy = ۰ y(۰) = ۱

.L [eaxf(x)] = F (s− a) آن��گ��اه ،L [f(x)] = F (s) گ��ر ا .۴۶.٣ ق��ض��ی��ه

اث��ب��ات.

L [eaxf(x)] =
∫∞
۰ e−sxeaxf(x)dx

=
∫∞
۰ e−(s−a)xf(x)dx

= F (s− a).

■

.۴٧.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [F (s− a)] = eaxL −۱[F (s)]

.۴٨.٣ م��ث��ال

.١ L [e۳x cos ۲x] = L [cos ۲x]
∣∣∣∣∣
s 7→s−۳

= s−۳
(s−۳)۲+۴

.٢ L [x
۳
۲ e۲x] = L [x

۳
۲ ]

∣∣∣∣∣
s 7→s−۲

=
Γ( ۵۲ )

(s−۲)
۵
۲
, L [xneax] = n!

(s−a)n+۱ ی��ادآوری

.٣ L [ cosh ۲x√
x

]

= L [x−
۱
۲ e

۲x+e−۲x

۲ ]

= ۱
۲L [x−

۱
۲ e۲x] + ۱

۲L [x−
۱
۲ e−۲x]

= ۱
۲

Γ( ۱
۲ )

(s−۲)
۱
۲
+ ۱

۲
Γ( ۱

۲ )

(s+۲)
۱
۲
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.۴ L [xex sin ۲x cos ۲x]

= ۱
۲L [xex sin۴x]

= ۱
۲L [x sin۴x]

∣∣∣∣∣
s 7→s−۱

= ۴(s−۱)
((s−۱)۲+۱۶)۲

L [x sin۴x] = − d
dsL [sin۴x]

= − d
ds(

۲
s۲+۴۲ )

= ۴s
(s۲+۱۶)۲

.۵ L −۱[ s−۲
s۲+۴s+۵ ]

= L −۱[ s+۲−۴
(s+۲)۲+۱ ]

= L −۱[ s+۲
(s+۲)۲+۱ ]− ۴L −۱[ ۱

(s+۲)۲+۱ ]

= e−۲x cosx− ۴e−۲x sinx

.۶ L −۱[ s
(s+۱)۵ ]

= L −۱[ ۱
(s+۱)۴ ]− L −۱[ ۱

(s+۱)۵ ]

= e−xL −۱[ ۱
s۴
]− e−xL −۱[ ۱

s۵
]

= e−x x
۳

۳! − e−x x
۴

۴!

(L [xn] = n!
sn+۱ ⇒ L −۱[ ۱

sn+۱ ] =
xn

n! (ی��ادآوری

.٧ L −۱[ ۳s+۱
۴s۲+۴s+۵ ]

= L −۱[۳۴
s+ ۱

۳
s۲+s+ ۵

۴
]

= L −۱[۳۴
s+ ۱

۳
(s+ ۱

۲ )
۲+۱ ]

= ۳
۴L −۱[

s+ ۱
۲−

۱
۶

(s+ ۱
۲ )

۲+۱ ]

= ۳
۴L −۱[

s+ ۱
۲

(s+ ۱
۲ )

۲+۱ ]−
۱
۸L −۱[ ۱

(s+ ۱
۲ )

۲+۱ ]

L −۱[ ۳s+۱
۴s۲+۴s+۵ ] = ۳

۴e
− ۱

۲x cosx− ۱
۸e

−x
۲ sinx.

▲

.۴٩.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) L −۱[ s
s۲−۲s+۳ ]
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(ب) L −۱[ ۱
s۲−۳s+۳ ]

(ج) L −۱[ ۱
۹s۲−۱۲s+۵ ]

(د) L −۱[ ۱
(s+۱)۲(s۲+۴) ]

(ه) L [
√
xe۲x]

(و) L [xe−۲x cos۲ ax]

(ی) L [x sinhx cos۳x]

ن��اپ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ۴.٣

لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ب��ه گ��اه��ی ع��م��ل در ک��ردی��م. ص��ح��ب��ت پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل م��ورد در ای��ن��ج��ا ت��ا
�ه �ط� �ق� ن� در و �ی �اه� �ن� �ت� م� �ازه ب� �ک ی� در �ی �گ� �ت� �وس� �ی� �اپ� ن� �اط �ق� ن� �داد �ع� (ت� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ه �ع� �ط� ق� �ه ب� �ه �ع� �ط� ق� �ع �واب� ت�

ی��م. دار ن��ی��از اس��ت) م��ت��ن��اه��ی و م��وج��ود راس��ت و چ��پ ح��د ن��اپ��ی��وس��ت��گ��ی
م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را ت��واب��ع ای��ن از ن��وع س��اده�ت��ری��ن اب��ت��دا

را ت��اب��ع ای��ن ث��اب��ت c ∈ R ب��رای و اس��ت زی��ر ض��اب��ط��ه ب��ا ت��اب��ع��ی واح��د پ��ل��ه�ای ت��اب��ع .۵٠.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Uc ب��ا

Uc(x) =

{
۰ ۰ ≤ x < c

۱ x ≥ c

▲ .Uc(x) = ۱ آن��گ��اه ،c = ۰ گ��ر ا ک��ه اس��ت واض��ح

اس��ت. زی��ر ش��ک��ل ب��ه Uc ت��اب��ع ن��م��ودار



٩٩ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ح��اس��ب��ه را واح��د پ��ل��ه�ای ت��اب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ح��ال

L [Uc(x)] =
∫∞
۰ e−sxUc(x)dx

=
∫ c
۰ e

−sx × ۰ dx+
∫∞
c e−sxdx

= limb→∞
∫ b
c e

−sxdx

L [Uc(x)] = limb→+∞[− ۱
se

−sb + ۱
se

−sc]

= e−sc

s s > ۰.

.۵١.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [Uc(x)] =
e−cs

s
, s > ۰.

.۵٢.٣ م��ث��ال

L [U۲(x)] =
e−۲s

s

L [U ۱
۲
(x)] = e

− ۱
۲ s

s

▲

واح��د پ��ل��ه�ای ت��واب��ع م��ج��م��وع ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را پ��ی��وس��ت��ه ق��ط��ع��ه ب��ه ق��ط��ع��ه ت��واب��ع ک��ه آن��ج��ا از
ی��م. آور دس��ت ب��ه م��ی�ت��وان��ی��م ن��ی��ز را ت��واب��ع��ی چ��ن��ی��ن لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ن��وش��ت،

ب��ه را f لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را f(x) =
{
x ۰ ≤ x < ۳
۰ x ≥ ۳

ت��اب��ع .۵٣.٣ م��ث��ال

ی��د. آور دس��ت
�ه ک� �د دی� �وان �ی�ت� م� �ی �ت� راح� �ه ب� �م. �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �د واح� �ه�ای �ل� پ� �ع �واب� ت� �ب �س� ح� �ر ب� را f(x) �دا �ت� اب� �ل: ح�

اس��ت. ب��رق��رار زی��ر راب��ط��ه

f(x) = x(U۰(x)− U۳(x))

ط��رف و اول ط��رف x �ر �ادی� �ق� م� �ه �م� ه� �رای ب� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ی �ررس� ب� اس��ت �ی �اف� ک� �الا ب� �اوی �س� ت� �دن دی� �رای ب�
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دارد. م��س��اوی م��ق��دار ی��ک ب��الا، ت��س��اوی دوم

⇒

{
f(x) = x

x(U۰(x)− U۳(x)) = x(۱− ۰) = x

۰ ≤ x < ۳ ⇒ f(x) = x(U۰(x)− U۳(x))

⇒

{
f(x) = ۰
x(U۰(x)− U۳(x)) = x(۱− ۱) = ۰

x ≥ ۳ ⇒ f(x) = x(U۰(x)− U۳(x))

⇒ ∀x ∈ [۰,+∞) f(x) = x(U۰(x)− U۳(x))

⇒ L [f(x)] = L [x]− L [xU۳(x)]

L [f(x)] = ۱
s۲
+ d

dsL [U۳(x)]

= ۱
s۲
+ d

ds(
e−۳s

s )

L [f(x)] = ۱
s۲
+ −۳e−۳ss−e−۳s

s۲

▲

آوری��د. دس��ت ب��ه را [x] ص��ح��ی��ح ج��زء ت��اب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل .۵۴.٣ م��ث��ال

[x] =



۰ ۰ ≤ x < ۱
۱ ۱ ≤ x < ۲
۲ ۲ ≤ x < ۳
...

...
n n ≤ x < n+ ۱
...

...

⇒ [x] = ۰(U۰(x)− U۱(x)) + ۱(U۱(x)− U۲(x))

+ ۲(U۲(x)− U۳(x)) + · · ·+ n(Un(x)− Un+۱(x)) + · · ·
⇒ [x] = U۱(x) + U۲(x) + · · ·+ Un(x) + · · ·

⇒ L [[x]] = L [U۱(x)] + L [U۲(x)] + · · ·+ L [Un(x)] + · · ·
⇒ L [[x]] =

∑∞
n=۱ L [Un(x)]
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L [[x]] =
∑∞

n=۱
e−ns

s = ۱
s

∑∞
n=۱(e

−s)n

|x| < ۱ ب��رای
∑∞

n=۰ x
n = ۱

۱−x ک��ه م��ی�دان��ی��م ام��ا
⇒

∑∞
n=۰(e

−s)n = ۱
۱−e−s s > ۰

L [[x]] = ۱
s [
∑∞

n=۰(e
−s)n − ۱]

= ۱
s

[
۱

۱−e−s − ۱
]

L [[x]] = e−s

s(۱−e−s)
, s > ۰

▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را f(x) =


۱ ۰ ≤ x < ۲
−۸ ۲ ≤ x < π

۰ x ≥ π

ت��اب��ع لاپ��لاس .۵۵.٣ ت��م��ری��ن

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی آن لاپ��لاس ت��ب��دی��ل در را ت��اب��ع ی��ک در واح��د پ��ل��ه ت��اب��ع ض��رب ت��أث��ی��ر ادام��ه در

.L [Uc(x)f(x− c)] = e−cs آن��گ��اه ،L [f(x)] = F (s) گ��ر ا .۵۶.٣ ق��ض��ی��ه

اث��ب��ات.

L [Uc(x)f(x− c)] =
∫∞
۰ e−sxUc(x)f(x− c)dx

=
∫∞
۰ e−sxf(x− c)dx

x− c = t, x = c⇒ t = ۰, x→ ∞ ⇒ t→ ∞
=
∫∞
۰ e−s(c+t)f(t)dt

=
∫∞
۰ e−sce−stf(t)dt

= e−sc
∫∞
۰ e−stf(t)dt

L [Uc(x)f(x− c)] = e−csL [f(x)]

■

ک��ن��ی��د. م��ح��اس��ب��ه را زی��ر ت��واب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل .۵٧.٣ م��ث��ال

.١ L [U۲(x) sinx]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٠٢

= L [U۲(x) sin(x− ۲+ ۲)]
(sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ ک��ه (م��ی�دان��ی��م
= L [U۲(x)(sin(x− ۲) cos ۲+ cos(x− ۲) sin ۲)]
= cos ۲L [U۲(x) sin(x− ۲)] + sin ۲L [U۲(x) cos(x− ۲)]
= cos ۲× e−۲s ۱

s۲+۱ + sin ۲× e−۲s s
s۲+۱ ⇒

L [U۲(x) sinx] = e−۲s

s۲+۱ (cos ۲+ s sin ۲)

.٢ L [(x− ۱)۲Uπ(x)]
= L [(x− π + π − ۱)۲Uπ(x)]
= L [(x− π)۲Uπ(x)] + L [۲(π − ۱)(x− π)Uπ(x)]

+ L [(π − ۱)۲Uπ(x)]
= e−πsL [x۲] + ۲(π − ۱)e−πsL [x] + (π − ۱)۲L [Uπ(x)]

= e−πs( ۲
s۳

+ ۲(π − ۱) ۱
s۲
+ (π − ۱)۲ ۱s)

▲

.۵٨.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L −۱[e−csF (s)] = Uc(x)L
−۱[F (s)]x 7→x−c

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع م��ع��ک��وس لاپ��لاس .۵٩.٣ م��ث��ال

.١ L −۱[ ۱−e
−۲s

s۲
]

= L −۱[ ۱
s۲
]− L −۱[ e

−۲s

s۲
]

= x− U۲(x)L
−۱[ ۱

s۲
]x7→x−۲

= x− U۲(x)(x− ۲)

.٢ L −۱[ e−۴s

s۲−s−۲ ]

= − ۱
۳L −۱[ e

−۴s

s+۱ ] +
۱
۳L −۱[ e

−۴s

s−۲ ]
۱

s۲−s−۲ =
A
s+۱ +

B
s−۲ ⇒ A = − ۱

۳ , B = ۱
۳

= − ۱
۳U۴(x)L

−۱[ ۱
s+۱ ]x 7→x−۴ +

۱
۳U۴(x)L

−۱[ ۱
s−۲ ]x 7→x−۴

L −۱[ e−۴s

s۲−s−۲ ] = − ۱
۳U۴(x)(e

−(x−۴) − e۲(x−۴))

▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع م��ع��ک��وس لاپ��لاس ی��ا لاپ��لاس ت��ب��دی��ل .۶٠.٣ ت��م��ری��ن



١٠٣ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

(ال��ف) f(x) =
{

۰ ۰ ≤ x < π
۶

sinx x ≥ π
۶

, L [f(x)] =?

(ب) f(x) =

{
sinx ۰ ≤ x < π

۶
cosx x ≥ π

۶
, L [f(x)] =?

(ج) L −۱[ e
−s(s−۲)
s۲+۴s+۵ ]

(د) L −۱[ e−۳s

(۲s−۱)۳ ]

(ه) L −۱[ e−۳s(۳s+۱)
s۳+۵s۲+۱۱s+۷ ]

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .۶١.٣ م��ث��ال

y
′′
+ ۲y′

+ y =

{
۰ ۰ ≤ x < π

۲
cos ۲x x ≥ π

۲
y(۰) = y

′
(۰) = ۰

ت��اب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل اب��ت��دا

f(x) =

{
۰ ۰ ≤ x < π

۲
cos ۲x x ≥ π

۲

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را

f(x) = cos ۲xUπ
۲
(x) = Uπ

۲
(x) cos ۲(x− π

۲ + π
۲ )

f(x) = Uπ
۲
(x) cos[۲(x− π

۲ ) + π] = −Uπ
۲
(x) cos ۲(x− π

۲ )

L [f(x)] = −L [Uπ
۲
(x) cos ۲(x− π

۲ )]

L [f(x)] = −e−
π
۲ sL [cos ۲x] = −e−

π
۲ s s
s۲+۴



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٠۴

م��ی�گ��ی��ری��م. لاپ��لاس م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن از ح��ال

L [y
′′
] + ۲L [y

′
] + L [y] = L [f(x)]

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + ۲sL [y]− ۲y(۰) + L [y] = L [f(x)]

(s۲ + ۲s+ ۱)L [y] = −e−
π
۲ s s
s۲+۴

⇒ L [y] = −e
π
۲ s s

(s۲+۴)(s۲+۲s+۱)
s

(s۲+۴)(s+۱)۲ =
As+B
s۲+۴ + Cs+D

(s+۱)۲

⇒ A = − ۳
۲۵ , B = ۸

۲۵ , C = ۳
۲۵ , D = − ۲

۲۵ ⇒

L [y] = − ۱
۲۵e

−π
۲ s
[
−۳s
s۲+۴ + ۸

s۲+۴ + ۳s
(s+۱)۲ −

۲
(s+۱)۲

]
y = − ۱

۲۵Uπ
۲
(x)
{

L −۱[ −۳s
s۲+۴ ] + L −۱[ ۸

s۲+۴ ]

+L −۱[ ۳s
(s+۱)۲ ]− L −۱[ ۲

(s+۱)۲ ]
}
x 7→x−π

۲

y = − ۱
۲۵Uπ

۲
(x)
{
−۳ cos ۲(x− π

۲ ) + ۴ sin ۲(x− π
۲ )

+ ۳L −۱[ ۱
s+۱ ]− ۵L −۱[ ۱

(s+۱)۲ ]
}
x7→x−π

۲

y = − ۱
۲۵Uπ

۲
(x)
{
−۳ cos ۲(x− π

۲ ) + ۴ sin ۲(x− π
۲ )

+ ۳e−(x−π
۲ ) − ۵e−(x−π

۲ )(x− π
۲ )
}
.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات .۶٢.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′′
+ y =

{
x ۰ ≤ x < ۴
۳ x ≥ ۴

, y(۰) = y
′
(۰) = ۰

(ب) y
′′ − y =

{
۰ ۰ ≤ x < ۱
x− ۱ x ≥ ۱

, y(۰) = ۱, y
′
(۰) = ۰

(ج) y
′′ − ۴y = U۲(x)− U۳(x), y(۰) = y

′
(۰) = ۰

(د) y
′ − y = (U۱(x)− U۳(x))e

x, y(۰) = ۴



١٠۵ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

م��ت��ن��اوب ت��واب��ع لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ۵.٣

،x ∈ Df ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت ت��اب��ع��ی ،T ت��ن��اوب دوره ب��ا م��ت��ن��اوب ت��اب��ع .۶٣.٣ ت��ع��ری��ف

f(x+ T ) = f(x).

▲ اس��ت) ف��وق خ��اص��ی��ت ب��ا ع��دد ک��وچ��ک�ت��ری��ن ت��ن��اوب، دوره T )

آن��گ��اه ب��اش��د، T ت��ن��اوب دوره ب��ا م��ت��ن��اوب ت��اب��ع ی��ک [۰,+∞) ب��ازه ب��ر f گ��ر ا .۶۴.٣ ق��ض��ی��ه

L [f(x)] =

∫ T
۰ e−sxf(x)dx

۱− e−sT
.

اث��ب��ات.

L [f(x)] =
∫∞
۰ e−sxf(x)dx

=
∫ T
۰ e−sxf(x)dx+

∫ ۲T
T e−sxf(x)dx+ · · ·

+
∫ (n+۱)T
nT e−sxf(x)dx+ · · ·

L [f(x)] =
∑∞

n=۰
∫ (n+۱)T
nT e−sxf(x)dx

x− nT = u, x = nT ⇒ u = ۰
x = nT + v, x = (n+ ۱)T ⇒ u = T

dx = du

L [f(x)] =
∑∞

n=۰
∫ T
۰ e−s(u+nT )f(u+ nT )du

L [f(x)] = (
∑∞

n=۰ e
−snT )(

∫ T
۰ e−suf(u)du)

L [f(x)] = ۱
۱−e−sT

∫ T
۰ e−suf(u)du.

■

.۶۵.٣ م��ث��ال

f(x) =

{
۰ ۰ ≤ x < ۱
۱ ۱ ≤ x < ۲

f(x+ ۲) = f(x)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٠۶

۶۴.٣ ق��ض��ی��ه ف��رم��ول ط��ب��ق

L [f(x)] = ۱
۱−e−۲s

∫ ۲
۰ e

−sxf(x)dx

L [f(x)] = ۱
۱−e−۲s [

∫ ۲
۱ e

−sxdx] = ۱
۱−e−۲s [− ۱

s(e
−۲s − e−s)]

L [f(x)] = e−s−e−۲s

s(۱−e−۲s)
= e−s(۱−e−s)

s(۱−e−s)(۱+e−s)

L [f(x)] = e−s

s(۱+e−s)
.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .۶۶.٣ م��ث��ال

y
′′
+ y =

{
۰ ۰ ≤ x < ۱ y(۰) = y

′
(۰) = ۰

۱ ۱ ≤ x < ۲ f(x+ ۲) = f(x)

م��ح��اس��ب��ه را آن لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ک��ه اس��ت ۶۵.٣ م��ث��ال در f(x) ت��اب��ع ه��م��ان م��ع��ادل��ه راس��ت ط��رف
ک��ردی��م.

م��ی�گ��ی��ری��م. لاپ��لاس م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن از

L [y
′′
] + L [y] = L [f(x)]

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + L [y] = e−s

s(۱+e−s)

(s۲ + ۱)L [y] = e−s

s(۱+e−s)

⇒ L [y] = e−s

s(s۲+۱)(۱+e−s)

⇒ y = L −۱[ e−s

s(s۲+۱)(۱+e−s)
]

۱
s(s۲+۱) =

A
s + Bs+C

s۲+۱ A = ۱, B = −۱, C = ۰
⇒ y = L −۱[ e−s

s(۱+e−s)
]− L −۱[ se−s

(s۲+۱)(۱+e−s)
]

⇒ y = f(x)− L −۱[ se−s

(s۲+۱)(۱+e−s)
]



١٠٧ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

۱
۱+e−s =

∑∞
n=۰(−e−s)n پ��س ، ۱

۱+x =
∑∞

n=۰(−x)n ک��ه م��ی�دان��ی��م

⇒ y = f(x)− L −۱[ s
s۲+۱e

−s∑∞
n=۰(−۱)ne−sn]

⇒ y = f(x)− L −۱[ s
s۲+۱

∑∞
n=۰(−۱)ne−s(n+۱)]

⇒ y = f(x)−
∑∞

n=۰(−۱)nL −۱[ se
−s(n+۱)

s۲+۱ ]

⇒ y = f(x) + (−۱)n+۱∑∞
n=۰ Un+۱(x)L

−۱[ s
s۲+۱ ]x 7→x−(n+۱)

⇒ y = f(x) + (−۱)n+۱∑∞
n=۰ Un+۱(x) cos(x− (n+ ۱)).

▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع لاپ��لاس .۶٧.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) f(x) =
{

۱ ۰ ≤ x < ۱
−۱ ۱ ≤ x < ۲

f(x+ ۲) = f(x)

(ب) f(x) =

{
x ۰ ≤ x < π

۰ π ≤ x < ۲π
f(x+ ۲π) = f(x)

(ج) y
′′ − y =

{
۱ ۰ ≤ x < ۱
−۱ ۱ ≤ x < ۲

f(x+ ۲) = f(x), y(۰) = y
′
(۰) = ۰

(پ��ی��چ��ش��ی) ک��ان��ول��وس��ی��ن ح��اص��ل�ض��رب ۶.٣

�ر �گ� �ل� �م� ع� �ک ی� �لاس لاپ� �ر �گ� �ل� �م� ع� �ه ک� �م �دی� دی� و L [f(x)] =
∫∞
۰ e−sxf(x)dx �ه ک� �م ی� دار �اد ی� �ه ب�

روی ج��م��ع، ع��م��ل ب��رخ��لاف لاپ��لاس ع��م��ل��گ��ر ک��ه ب��ب��ی��ن��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م س��اده م��ث��ال ی��ک ب��ا اس��ت. خ��ط��ی
ن��ی��س��ت. ب��رق��رار زی��ر ت��س��اوی ک��ل��ی ح��ال��ت در ی��ع��ن��ی ن��م��ی�ش��ود، پ��خ��ش ض��رب ع��م��ل

L [f(x)× g(x)]
?
= L [f(x)]× L [g(x)]

.f(x) = g(x) = ۱ ک��ن��ی��د ف��رض م��ث��ال ع��ن��وان ب��ه

L [f ]× L [g] = ۱
s ×

۱
s =

۱
s۲

L [f × g] = L [۱] = ۱
s



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٠٨

دو روی �ل��گ��ر �م� ع� آن لاپ��لاس ک��ه �م �ی� �ت� ه��س� �اب��ع ت� دو روی �ل��گ��ری �م� ع� �ری��ف �ع� ت� �ب��ال دن� ب��ه �ه ادام� در ح��ال
�ش��ود. ت��اب��ع دو لاپ��لاس ح��اص��ل�ض��رب ب��راب��ر ت��اب��ع

�ان �ش� ن� f ∗ g �ا ب� را g و f �ع �اب� ت� دو �ی) �ش� �چ� �ی� (پ� �ن �ی� �وس� �ول� �ان� ک� �رب �ل�ض� �اص� ح� .۶٨.٣ ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه و م��ی�ده��ی��م

(f ∗ g)(x) =
∫ x

۰
f(x− t)g(t)dt

▲

.۶٩.٣ م��ث��ال

cosx ∗ ۱ =
∫ x

۰
cos tdt = sinx

▲

(پ��ی��چ��ش��ی) ک��ان��ول��وس��ی��ن ح��اص��ل�ض��رب خ��واص
اس��ت. ب��رق��رار زی��ر خ��واص ک��ه دی��د ت��ع��ری��ف از اس��ت��ف��اده ب��ا م��ی�ت��وان

.(f ∗ g)(x) = (g ∗ f)(x) ج��اب��ه�ج��ای��ی .١

.f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h ش��رک��ت�پ��ذی��ری .٢

.f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h) ت��وزی��ع�پ��ذی��ری .٣

.f ∗ ۰ = ۰ ∗ f = ۰ .۴

.f ∗ ۱ ̸= f ی��ع��ن��ی ن��ی��س��ت خ��ن��ث��ی ع��ض��و ۱ ث��اب��ت ت��اب��ع .۵

.f ∗ f ̸= f ۲, ۱ ∗ ۱ =
∫ x
۰ dt = x .۶

ی��م: دار g و f ت��اب��ع دو ب��رای .٧٠.٣ ق��ض��ی��ه

L [(f ∗ g)(x)] = L [f(x)]× L [g(x)]

.٧١.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L −۱[F (s) ·G(s)] = L −۱[F (s)] ∗ L −۱[G(s)]



١٠٩ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

.L [g(x)] = G(s) و L [f(x)] = F (s) ک��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات.

F (s)×G(s) = (
∫∞
۰ e−suf(u)du)(

∫∞
۰ e−stg(t)dt)

=
∫∞
۰ (
∫∞
۰ e−s(u+t)f(u)g(t)du)dt

u+ t = x

u = ۰ ⇒ t = x, u→ ∞ ⇒ x→ ∞
م��ت��غ��ی��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

=
∫∞
۰ (
∫∞
k e−sxf(x− t)g(t)dx)dt (۱)

ان��ت��گ��رال�ه��ا ت��رت��ی��ب ت��غ��ی��ی��ر =
∫∞
۰ (
∫ x
۰ e

−sxf(x− t)g(t)dt)dx (۲)

.. x.

t

.

۰ ≤ t ≤ x

.
۰ ≤ x ≤ ∞

(ب)

.. x.

t

.

t ≤ x ≤ ∞

.
۰ ≤ t ≤ ∞

(آ)

⇒ F (s)×G(s) =
∫∞
۰ e−sx(

∫ x
۰ f(x− t) · g(t)dt)dx

⇒ F (s)×G(s) = L [
∫ x
۰ f(x− t) · g(t)dt]

⇒ F (s)×G(s) = L [f ∗ g].

■

.L [f(x)] = F (s) ک��ن��ی��د ف��رض ک��ن��ی��د. ح��س��اب را زی��ر ت��واب��ع لاپ��لاس .٧٢.٣ م��ث��ال

.١
L [
∫ x
۰ f(t)dt] = L [(f ∗ ۱)(x)]

= L [f(x)]× L [۱] ⇒
L [
∫ x
۰ f(t)dt] = ۱

sF (s)

ده��ی��م. ن��ش��ان م��ی�ت��وان��س��ت��ی��م ٢٧.٣ خ��اص��ی��ت از ق��ب��لا را ت��س��اوی ای��ن ک��ه ک��ن��ی��د دق��ت



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١١٠

.٢

L [ex
∫ x
۰ e

−t sin tdt] = L [
∫ x
۰ e

x−t sin tdt]

= L [ex ∗ sinx]
= L [ex]× L [sinx]

= ۱
s−۱ ×

۱
s۲+۱

.٣

L [ex
∫ x
۰ e

−۲u( ۱−e
−u

u )du] = L [
∫ x
۰ e

x−u( e
−u−e−۲u

u )du]

= L [ex ∗ e−x−e−۲x

x ]

= L [ex]L [ e
−x−e−۲x

x ]

= ۱
s−۱ ×

∫∞
s ( ۱

u+۱ −
۱

u+۲)du

= −۱
s−۱ ln |

s+۲
s+۱ |.

▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر ت��واب��ع م��ع��ک��وس لاپ��لاس ت��ب��دی��ل .٧٣.٣ م��ث��ال

.١

L −۱[ ۱
s۲(s+۱) ] = L −۱[ ۱

s۲
× ۱

s+۱ ]

= L −۱[ ۱
s۲
] ∗ L −۱[ ۱

s+۱ ]

= x ∗ e−x

=
∫ x
۰ (x− t)e−tdt

x− t = u⇒ −dt = du

e−tdt = dv ⇒ v = −e−t
⇒

= −e−t(x− t)

∣∣∣∣∣
x

۰
−
∫ x
۰ e

−tdt

= x+ e−x + ۱

ک��ن��ی��م. ح��ل م��ی�ت��وان��ی��م را م��س��أل��ه ای��ن ه��م ک��س��ر ت��ف��ک��ی��ک و ق��ب��ل��ی روش�ه��ای ب��ا ک��ه ک��ن��ی��د دق��ت



١١١ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

.٢

L −۱[ ۱
(s۲+۱)۲ ] = L −۱[ ۱

s۲+۱ ×
۱

s۲+۱ ]

= L −۱[ ۱
s۲+۱ ] ∗ L −۱[ ۱

s۲+۱ ]

= sinx ∗ sinx
=
∫ x
۰ sin(x− t) sin tdt

=
∫ x
۰ − ۱

۲ [cosx− cos(x− ۲t)]dt
= − ۱

۲(cosx) · x− ۱
۲
∫ x
۰ cos(x− ۲t)dt

x− ۲t = u, − ۲dt = du⇒
t = ۰ ⇒ u = x, t = x⇒ u = −x
= − ۱

۲x cosx+ ۱
۴
∫ −x
x cosudu

= − ۱
۲x cosx+ ۱

۴(sin(−x)− sinx)

= − ۱
۲x cosx− ۱

۲ sinx.

▲

آوری��د. دس��ت ب��ه را زی��ر م��ع��ک��وس�ه��ای لاپ��لاس ی��ا لاپ��لاس .٧۴.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) L [
∫ x
۰

cos(x−t)
t sinh tdt]

(ب) L −۱[ a
s۲(s۲+a۲)

]

ده��ی��د: ن��ش��ان

(ج) L −۱[ ۱√
s(s−۱) ] =

۲ex√
π

∫ √
x

۰ e−u
۲
du

ک��ن��ی��م. ح��ل ب��ی��ش��ت��ری دی��ف��ران��س��ی��ل�ه��ای م��ع��ادلات م��ی�ت��وان��ی��م اط��لاع��ات ای��ن ب��ا ح��ال
�رال �گ� �ت� ان� �ه �ادل� �ع� م� �د، �اش� ب� آن �رال �گ� �ت� ان� و �ول �ه� �ج� م� �ع �اب� ت� �ک ی� �ل �ام� ش� �ه ک� �ه�ای �ادل� �ع� م� �ه ب� �ه: �وج� ت�

م��ی�گ��وی��ن��د.

ی��ادآوری.

L [

∫ x

۰
f(t)dt] =

L [f(x)]

s

.٧۵.٣ م��ث��ال

y
′
(x) + ۳y(x) + ۲

∫ x
۰ y(t)dt = x y(۰) = ۱

L [y
′
] + ۳L [y] + ۲L [

∫ x
۰ y(t)dt] = L [x]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١١٢

⇒ sL [y]− y(۰) + ۳L [y] + ۲
sL [y] = ۱

s۲

⇒ (s+ ۳+ ۲
s)L [y] = ۱

s۲
+ ۱

⇒ L [y] = s۲+۱
s(s۲+۳s+۲)

⇒ y = L [ s۲+۱
s(s۲+۳s+۲) ]

s۲+۱
s(s+۱)(s+۲) =

A
s + B

s+۱ +
C
s+۲

⇒ A = ۱
۲ , B = −۲, C = ۵

۲
⇒ y = ۱

۲L
−۱[ ۱s ]− ۲L −۱[ ۱

s+۱ ] +
۵
۲L

−۱[ ۱
s+۱ ]

y = ۱
۲ − ۲e−x + ۵

۲ e
−۲x.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر (ان��ت��گ��رال) دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات .٧۶.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′
+ y +

∫ x
۰ y(t)dt = ۲U۱(x)− U۲(x) y(۰) = ۰

(ب) exy(x) = x+
∫ x
۰ e

ty(t) sin(x− t)dt

(ج) y
′
= ex + cosx

∫ x
۰ y(t) cos tdt+ sinx

∫ x
۰ y(t) sin tdt y(۰) = ۰

ض��رب��ه�ای) (ت��اب��ع دی��راک دل��ت��ای ت��اب��ع ٧.٣

خ��ی��ل��ی آن��ه��ا م��ق��دار [۰, ε] م��ان��ن��د ک��وت��اه ف��اص��ل��ه ی��ک در ک��ه ی��م دار ک��ار و س��ر ت��واب��ع��ی ب��ا اوق��ات گ��اه��ی
�دد ع� �ک ی� ε > ۰ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ر �ق�ت� �ی� دق� �ور ط� �ه ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ر �ف� ص� �اط �ق� ن� �ه �ی� �ق� ب� در �ی ول� �ت اس� �اد زی�
�ر �ظ� ن� در �ر زی� �ه �ط� �اب� ض� �ا ب� [۰,+∞) �ازه ب� روی را �ت) اس� �اد �م� (ن� δε �ع �اب� ت� �د. �اش� ب� �ک �وچ� ک� �ی �ق� �ی� �ق� ح�

ب��گ��ی��ری��د.

δε =

{
۱
ε ۰ ≤ x < ε

۰ x ≥ ε



١١٣ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

.
∫∞
۰ δε(x)dx =

∫ ε
۰
dx
ε = ۱ ک��ه ک��ن��ی��د دق��ت م��ی�ن��ام��ی��م. پ��ال��س) ε) ض��رب��ه ε را δε ت��اب��ع

و �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� δ(x) �اد �م� ن� �ا ب� را ( �ه�ای �رب� ض� �ع �اب� (ت� �راک دی� �ای �ت� دل� �ع �اب� ت� .٧٧.٣ ت��ع��ری��ف
دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه δ(x) = limε→۰+ δε(x) از ع��ب��ارت��س��ت

δ(x) =

{
۰ x ̸= ۰
∞ x = ۰

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش δ(x− x۰) ب��ا را ت��اب��ع ب��ی��ف��ت��د ات��ف��اق x = x۰ ن��ق��ط��ه در ب��ی�ن��ه��ای��ت م��ق��دار گ��ر ا

δ(x− x۰) =

{
۰ x ̸= x۰

∞ x = x۰

▲

آن��گ��اه ب��اش��د، پ��ی��وس��ت��ه [۰,+∞) روی f گ��ر ا .٧٨.٣ ∫ق��ض��ی��ه ∞

۰
f(x)δ(x− x۰)dx = f(x۰)

.٧٩.٣ ن��ت��ی��ج��ه

L [δ(x)] = ۱
L [δ(x− x۰)] =

∫∞
۰ e−sxδ(x− x۰)dx = e−sx۰

م��ع��ادل: ط��ور ب��ه

L −۱[۱] = δ(x), L −۱[e−sx۰ ] = δ(x− x۰)

ه��س��ت��ن��د. دل��ت��ا ت��اب��ع ش��ام��ل ک��ه ک��ن��ی��م ح��ل را م��ع��ادلات��ی م��ی�ت��وان��ی��م پ��س ای��ن از

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه .٨٠.٣ م��ث��ال

y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = ۲δ(x− π) cosx y(۰) = y
′
(۰) = ۱

L [y
′′
] + ۲L [y

′
] + ۵L [y] = ۲L [δ(x− π) cosx]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١١۴

L [δ(x− π) cosx] =
∫∞
۰ e−sx cosxδ(x− π)dx

= f(π)
٧٨.٣ ق��ض��ی��ه

= e−sπ cosπ

= −e−sπ

⇒ s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + ۲sL [y]− ۲y(۰) + ۵L [y] = −۲e−sπ

⇒ (s۲ + ۲s+ ۵)L [y]− s− ۱− ۲ = −۲e−sπ

⇒ (s۲ + ۲s+ ۵)L [y] = −۲e−sπ + s+ ۳
⇒ L [y] = −۲e−sπ+s+۳

s۲+۲s+۵
⇒ y = L −۱[−۲e−sπ+s+۳

s۲+۲s+۵ ]

⇒ y = L −۱[−۲e−sπ+s+۳
(s+۱)۲+۴ ]

⇒ y = L −۱[ −۲e−sπ

(s+۱)۲+۴ ] + L −۱[ s+۱
(s+۱)۲+۴ ] + L −۱[ ۲

(s+۱)۲+۴ ]

⇒ y = −Uπ(x)e−(x−π) sin ۲(x− π) + e−x cos ۲x+ e−x sin ۲x.

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه�ه��ای .٨١.٣ ت��م��ری��ن

(ال��ف) y′′
+ ۲y′

+ ۲y = δ(x) + ۳δ(x− π) y(۰) = y
′
(۰) = ۰

(ب) y
′′
+ y = cos ۲x− δ(x− ۱) y(۰) = y

′
(۰) = ۰

م��روری ت��م��ری��ن�ه��ای ٨.٣

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر م��ع��ادل��ه�ه��ای

(ال��ف) y′′
+ ۴y = (۱+ Uπ(x)) sinx y(۰) = y

′
(۰) = ۰

(ب) y
′′
+ y = Uπ(x)δ(x− π) y(۰) = y

′
(۰) = ۰

(ج) y
′′
+ ۲y′

+ y =

{
۲ ۰ ≤ x < ۵
δ(x− ۶) x ≥ ۵

y(۰) = y
′
(۰) = ۰

(د) φ(x)− δ(x) = e۲x + Uπ(x) + ex
∫ x
۰ e

−tφ(t)dt

(ه) y(x) = sinx+ ۴e−x − ۲
∫ x
۰ cos(x− t)y(t)dt



١١۵ لاپ��لاس ت��ب��دی��ل

(و) y
′′
+ y = x sinx y(۰) = y

′
(۰) = ۰

(ی) y
′′
+ y = x(۱− Uπ(x)) y(۰) = ۵, y′

(۰) = ۰

لاپ��لاس خ��واص و ن��ی��از م��ورد ت��واب��ع لاپ��لاس خ��لاص��ه ٩.٣

L [f(x)] =

∫ ∞

۰
e−sxf(x)dx

L [۱] = ۱
s

L [eax] = ۱
s−a

L [xa] = Γ(a+۱)
sa+۱

L [xn] = n!
sn+۱

L [sin ax] = a
s۲+a۲

L [cos ax] = s
s۲+a۲

L [sinh ax] = a
s۲−a۲

L [cosh ax] = s
s۲−a۲

L [Uc(x)] =
e−cs

s

L [δ(x− x۰)] = e−sx۰

L [f
′
(x)] = sL [f(x)]− f(۰) ٢٧.٣

L [f
′′
(x)] = s۲L [f(x)]− sf(۰)− f

′
(۰) ٢٧.٣

L [xf(x)] = − d
dsL [f(x)] ٣١.٣

L [xnf(x)] = (−۱)n dn

dsn L [f(x)] ٣١.٣
L [eaxf(x)] = F (s− a) ۴۶.٣
L [Uc(x)f(x− c)] = e−csL [f(x)] ۵۶.٣
L [
∫ x
۰ f(t)dt] =

۱
sL [f(x)] ٧٠.٣

L [f ∗ g] = L [f ]× L [g]

L [f(x)δ(x− x۰)] = e−sx۰f(x۰)

L [f(x)] =
∫ T
۰ e−sxf(x)dx

۱−e−sT T ت��ن��اوب دوره ب��ا م��ت��ن��اوب ت��اب��ع



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١١۶



۴ ف��ص��ل

روش ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل
ت��وان��ی س��ری�ه��ای

ه��م��گ��ن دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل ن��ح��وه ب��ا دوم، م��رت��ب��ه خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل ف��ص��ل در
اس��ت. پ��ی��چ��ی��ده�ت��ر م��ع��ادل��ه ح��ل ن��ب��اش��د، ث��اب��ت ض��رای��ب گ��ر ا ک��ه دی��دی��م و ش��دی��م آش��ن��ا ث��اب��ت ض��رای��ب ب��ا
ک��اه��ش روش از اس��ت��ف��اده ب��ا را دوم ج��واب داش��ت��ی��م، را م��ع��ادل��ه از ج��واب ی��ک گ��ر ا ح��ال��ت ای��ن در

ک��رد؟ ب��ای��د چ��ه ب��اش��ی��م ن��داش��ت��ه ه��م را ج��واب ی��ک گ��ر ا ح��ال ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه م��رت��ب��ه
�ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ادلات� �ع� م� �ادلات، �ع� م� �ن �ری� �اده�ت� س� �ت، �اب� ث� �ب �رای� ض� �ا ب� �ی �ط� خ� �ادلات �ع� م� از �د �ع� ب�

ف��رم ب��ه م��ع��ادلات��ی ی��ع��ن��ی ه��س��ت��ن��د. چ��ن��دج��م��ل��ه�ای آن��ه��ا ض��رای��ب

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰

�ن ای� در �ی �ادلات� �ع� م� �ن �ی� �ن� چ� �ل ح� �رای ب� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� R(x) و Q(x) ،P (x) آن در �ه ک�
م��ورد م��ط��ال��ب و ت��وان��ی س��ری�ه��ای از ی��ادآوری اب��ت��دا م��ی�ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده ت��وان��ی س��ری�ه��ای از ف��ص��ل

م��ی�ک��ن��ی��م. ارائ��ه ن��ی��از

از ع��ب��ارت��س��ت x۰ ن��ق��ط��ه ح��ول ت��وان��ی س��ری ی��ک .١

∞∑
n=۰

an(x− x۰)
n = a۰ + a۱(x− x۰) + a۲(x− x۰)

۲ + · · ·

ه��س��ت��ن��د. ث��اب��ت ح��ق��ی��ق��ی اع��داد x۰, a۰, a۱, a۲, . . . ک��ه



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١١٨

ح��ق��ی��ق��ت در .٢

∞∑
n=۰

an(x− x۰)
n = lim

m→∞

m∑
n=۰

an(x− x۰)
n

�را گ� وا را آن �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در و �را �گ� �م� ه� �ری س� �م �ی� �وی� گ� �د، �اش� ب� �را �گ� �م� ه� �وق ف� �د ح� �ر گ� ا
م��ی�ن��ام��ی��م.

�ی �رای� �گ� �م� ه� �ه �ن� دام� را اس��ت �را �گ� �م� ه� �ا �ه� آن� ازای �ه ب� �ی �وان� ت� �ری س� �ه ک� x �ر �ادی� �ق� م� �ه �م� ه� �ه �وع� �م� �ج� م� .٣
م��ی�ن��ام��ی��م. ت��وان��ی س��ری

اس��ت. {x : |x| < ۱} �رای��ی �گ� �م� ه� �ه �ن� دام� ،
∑∞

n=۰ x
n �ن��دس��ی ه� س��ری �رای ب� .١.۴ م��ث��ال

▲

.۴
∞∑
n=۰

an(x− x۰)
n +

∞∑
n=۰

bn(x− x۰)
n =

∞∑
n=۰

(an + bn)(x− x۰)
n

.۵

(

∞∑
n=۰

an(x− x۰)
n)(

∞∑
n=۰

bn(x− x۰)
n) =

∞∑
n=۰

(

n∑
k=۰

akbn−k)(x− x۰)
n

آن��گ��اه ،f(x) =
∑∞

n=۰ an(x− x۰)n گ��ر ا .۶

f
′
(x) =

∞∑
n=۱

nan(x− x۰)
n−۱

و

f
′′
(x) =

∞∑
n=۲

n(n− ۱)an(x− x۰)
n−۲

ان��دی��س�ه��ا ت��ع��وی��ض .٧
در �د �ای� ب� �ود، ش� �روع ش� �ر �ف� ص� از �س �دی� ان� �م �ی� �واه� �خ� ب� �ر گ� ا

∑∞
n=۲ an(x − a)n �ری س� در



١١٩ ت��وان��ی س��ری�ه��ای روش ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل

ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل n+ ۲ ب��ه را n ع��م��وم��ی ج��م��ل��ه

∞∑
n=۲

an(x− a)n =

∞∑
n=۰

an+۲(x− a)n+۲

�وان ت� �ی �وم� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� �م �ی� �واه� �خ� ب� �ر گ� ا
∑∞

n=۲(n+ ۲)(n+ ۱)an(x− a)n−۲ �ری س� در
ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل n+ ۲ را n ع��ب��ارت��ی ب��ه ی��ا n ب��ه را n− ۲ ب��ای��د ب��اش��د (x− a)n

∞∑
n=۲

(n+ ۲)(n+ ۱)an(x− a)n−۲ =
∞∑
n=۰

(n+ ۴)(n+ ۳)an+۲(x− a)n

�وان ت� �ی �وم� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� �م �ی� �واه� �خ� ب� �ر گ� ا x۲
∑∞

n=۰(n + r)an(x − a)n+r−۱ �ری س� در
ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل n− ۱ ب��ه را n ع��ب��ارت��ی ب��ه ی��ا n ب��ه را n+ ۱ ب��ای��د ب��اش��د (x− a)n+r

x۲
∑∞

n=۰(n+ r)an(x− a)n+r−۱ =
∑∞

n=۰(n+ r)an(x− a)n+r+۱

=
∑∞

n=۱(n+ r − ۱)an−۱(x− a)n+r

�ش �اه� ک� را
∑

�س �دی� ان� در �م �ی� ده� �ش �زای� اف� �ی �وم� �م� ع� �ه �ل� �م� ج� در را n �اه �رگ� ه� .٢.۴ ن��ک��ت��ه
م��ی�ده��ی��م. اف��زای��ش را

∑
ان��دی��س در ده��ی��م، ک��اه��ش ع��م��وم��ی ج��م��ل��ه در را n گ��ر ا و م��ی�ده��ی��م

ب��اش��د. ی��ک��ی ان��دی��س�ه��ا و ع��م��وم��ی ج��م��لات ت��وان�ه��ای ب��ای��د ت��وان��ی س��ری دو ج��م��ع ب��رای

�ی �ل� �ی� �ل� �ح� (ت� �ت اس� �ی �وان� ت� �ری س� �ورت ص� �ه ب� �ش �ای� �م� ن� دارای R �ه �م� ه� در �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ع �واب� ت� .٨
ص��ورت ب��ه ن��م��ای��ش دارای R ن��ق��اط ه��م��ه در چ��ن��دج��م��ل��ه�ای) دو (ن��س��ب��ت گ��وی��ا ت��واب��ع اس��ت).

ب��اش��د. ص��ف��ر م��خ��رج ک��ه ن��ق��اط��ی در م��گ��ر اس��ت) (ت��ح��ل��ی��ل��ی اس��ت ت��وان��ی س��ری

ع��ادی ن��ق��ط��ه ح��ول دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل ١.۴

ص��ورت ب��ه دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ک��ن��ون ا

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را ه��س��ت��ن��د چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ت��واب��ع R(x) و Q(x) ،P (x) ک��ه



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢٠

م��ع��ادل��ه ع��ادی ن��ق��ط��ه x۰ گ��وی��ی��م ،P (x۰) ̸= ۰ ک��ه ب��اش��د R در ن��ق��ط��ه�ای ی��ک x۰ گ��ر ا .٣.۴ ت��ع��ری��ف
▲ م��ی�ن��ام��ی��م. غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه را x۰ ص��ورت ای��ن غ��ی��ر در و

ک��ن��ی��د. ت��ع��ی��ی��ن را زی��ر م��ع��ادلات در غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط و ع��ادی ن��ق��اط .۴.۴ م��ث��ال

ه��س��ت��ن��د. ع��ادی ن��ق��اط ه��م��ه y′′
+ x۲y

′
+ ۲xy = ۰ (ال��ف)

ه��س��ت��ن��د. ع��ادی ح��ق��ی��ق��ی ن��ق��اط ه��م��ه (۲+ x۲)y
′′ − xy

′ − ۳y = ۰ (ب)

۲+ x۲ = ۰ ⇒ x۲ = −۲ ⇒ x =
+
−
√
۲i

(x۲ − ۲x)y′′
+ ۵(x− ۱)y′

+ ۳y = ۰ (ج)

x۲ − ۲x = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۲

ه��س��ت��ن��د. ع��ادی ن��ق��اط س��ای��ر و غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط x۰ = ۲ و x۰ = ۰ ن��ق��اط

x۲(۱− x۲)y
′′
+ ۲xy′

+ ۴y = ۰ (د)

x۲(۱− x۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱, x = −۱

ه��س��ت��ن��د. ع��ادی ن��ق��اط س��ای��ر و غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط {۰, ۱,−۱} ن��ق��اط

▲

دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ب��رای ع��ادی ن��ق��ط��ه ی��ک x۰ گ��ر ا .۵.۴ ق��ض��ی��ه

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰

از ع��ب��ارت��س��ت م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب آن��گ��اه ب��اش��د،

y =

∞∑
n=۰

an(x− x۰)
n = a۰y۱(x) + a۱y۲(x)

ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب س��ری دو y۲ و y۱ و دل��خ��واه a۱ و a۰ آن در ک��ه

�ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �ری س� �ورت ص� �ه ب� را y′′
+ x۲y

′
+ ۲xy = ۰ �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� .۶.۴ م��ث��ال

ب��ی��اب��ی��د. x = ۰



١٢١ ت��وان��ی س��ری�ه��ای روش ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل

م��ی�ده��ی��م ق��رار اس��ت. ع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۰ ح��ل:

y =

∞∑
n=۰

an(x)
n ⇒ y

′
=

∞∑
n=۱

nanx
n−۱ ⇒ y

′′
=

∞∑
n=۲

n(n− ۱)anxn−۲

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری م��ع��ادل��ه در را y′′ و y′ ،y

⇒
∑∞

n=۲ n(n− ۱)anxn−۲ + x۲
∑∞

n=۱ nanx
n−۱ + ۲x

∑∞
n=۰ anx

n = ۰
⇒
∑∞

n=۲ n(n− ۱)anxn−۲ +
∑∞

n=۱ nanx
n+۱ +

∑∞
n=۰ ۲anxn+۱ = ۰

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک��ی را x ت��وان�ه��ای

⇒
∑∞

n=−۱(n+ ۳)(n+ ۲)an+۳x
n+۱ +

∑∞
n=۰(n+ ۲)anxn+۱ = ۰

⇒ ۲a۲x−۱+۱ +
∑∞

n=۰ [(n+ ۳)(n+ ۲)an+۳ + (n+ ۲)an]xn+۱ = ۰
⇒ ۲a۲ = ۰, (n+ ۳)(n+ ۲)an+۳ + (n+ ۲)an = ۰ ∀ n ≥ ۰
⇒ a۲ = ۰, an+۳ = − an

n+۳ n = ۰, ۱, ۲, . . .
⇒ a۳ = −a۰

۳ , a۴ = −a۱
۴ , a۵ = −a۲

۵ = ۰,
⇒ a۶ = −a۳

۶ = a۰
۳×۶ , a۷ = −a۴

۷ = a۱
۴×۷

⇒ a۸ = −a۵
۸ = ۰, a۹ = −a۶

۹ = − a۰
۳×۶×۹

⇒ y = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + a۳x

۳ + · · ·
⇒ y = a۰ + a۱x− a۰

۳ x
۳ − a۱

۴ x
۴ + a۰

۳×۶x
۶ + a۱

۴×۷x
۷ − a۰

۳×۶×۹
⇒ y = a۰(۱− x۳

۳ + x۶

۳×۶ − x۹

۳×۶×۹ + · · · ) + a۱(x− x۴

۴ + x۷

۴×۷ − · · · ).

▲

ح��ل x۰ = ۰ �ق��ط��ه ن� ح��ول ت��وان��ی س��ری�ه��ای از �ف��اده �ت� اس� ب��ا را زی��ر �ی��ل �ف��ران��س� دی� م��ع��ادل��ه .٧.۴ م��ث��ال
ک��ن��ی��د.

y
′′ − ۲xy′ − ۲y = ex

اس��ت. ع��ادی ن��ق��ط��ه x۰ = ۰ و y =
∑∞

n=۰ anx
n م��ی�ده��ی��م ق��رار ح��ل:

y
′
=

∞∑
n=۰

nanx
n−۱, y

′′
=

∞∑
n=۰

n(n− ۱)anxn−۲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢٢

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری م��ع��ادل��ه در را y′′ و y′ ،y

∞∑
n=۰

n(n− ۱)anxn−۲ − ۲x
∞∑
n=۰

nanx
n−۱ − ۲

∞∑
n=۰

anx
n = ex

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک��ی را x ت��وان�ه��ای

∑∞
n=−۲(n+ ۲)(n+ ۱)an+۲x

n −
∑∞

n=۰ ۲nanxn −
∑∞

n=۰ ۲anxn = ex∑∞
n=۰ [(n+ ۲)(n+ ۱)an+۲ − ۲(n+ ۱)an]xn =

∑∞
n=۰

xn

n!

⇒ (n+ ۲)(n+ ۱)an+۲ − ۲(n+ ۱)an = ۱
n!

⇒ an+۲ = ( ۱
n! + ۲(n+ ۱)an) ۱

(n+۲)(n+۱)
⇒ an+۲ =

۱
(n+۲)! +

۲
n+۲an n ≥ ۰

⇒ a۲ =
۱
۲! + a۰, a۳ = ۱

۳! +
۲
۳a۱, a۴ = ۱

۴! +
۲
۴a۲ =

۱
۴! +

۱
۲(

۱
۲ + a۰)

⇒ y = a۰ + a۱x+ a۲x
۲ + a۳x

۳ + · · ·
⇒ y = a۰ + a۱x+ ( ۱

۲! + a۰)x۲ + ( ۱
۳! +

۲
۳a۱)x

۳ + ( ۱
۴! +

۱
۴ + ۱

۲a۰)x
۴ + · · ·

⇒ y = a۰(۱+ x۲ + ۱
۲x

۴ + · · · ) + a۱(x+ ۲
۳x

۳ + · · · ) + ( ۱
۲!x

۲ + ۱
۳!x

۳ + ۱
۴!x

۴ + · · · ).

▲

آوری��د. دس��ت ب��ه را اول��ی��ه ش��رای��ط ب��ا زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه خ��ص��وص��ی ج��واب .٨.۴ م��ث��ال

(x۲ − ۲x)y′′
+ ۵(x− ۱)y′

+ ۳y = ۰, y(۱) = ۶, y
′
(۱) = ۳

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه x۰ = ۱ ح��ول را ج��واب ش��د، داده x۰ = ۱ ن��ق��ط��ه در اول��ی��ه ش��رای��ط چ��ون ح��ل:
م��ی�ده��ی��م ق��رار اس��ت. م��ع��ادل��ه ب��رای ع��ادی ن��ق��ط��ه x۰ = ۱

y =
∞∑
n=۰

an(x−۱)n, y′
=

∞∑
n=۰

nan(x−۱)n−۱, y
′′
=

∞∑
n=۰

n(n−۱)an(x−۱)n−۲

�م �ی� �وان� �ت� ب� �ه �ک� �ن� ای� �رای ب� �ه ک� �ت اس� �ن ای� �م �ه� م� �ه �ت� �ک� ن� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ذاری �ای�گ� ج� �ه �ادل� �ع� م� در را y′′ و y′ ،y
x۰ = ۱ ح��ول س��ری ص��ورت ب��ه ه��م را م��ع��ادل��ه در ض��رای��ب ه��م��ه ب��ای��د ک��ن��ی��م ج��م��ع ه��م ب��ا را س��ری�ه��ا



١٢٣ ت��وان��ی س��ری�ه��ای روش ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل

ب��ن��وی��س��ی��م.

P (x) = x۲ − ۲x = (x− ۱)۲ − ۱
Q(x) = ۵(x− ۱)

y = a۰ + a۱(x− ۱) + a۲(x− ۱)۲ + · · ·
y(۱) = a۰ = ۶, y

′
(۱) = a۱ = ۳

((x− ۱)۲ − ۱)
∑∞

n=۰ n(n− ۱)an(x− ۱)n−۲

+۵(x− ۱)
∑∞

n=۰ nan(x− ۱)n−۱ + ۳
∑∞

n=۰ an(x− ۱)n = ۰
⇒
∑∞

n=۰ n(n− ۱)an(x− ۱)n −
∑∞

n=۰ n(n− ۱)an(x− ۱)n−۲

+
∑∞

n=۰ ۵nan(x− ۱)n +
∑∞

n=۰ ۳an(x− ۱)n

⇒
∑∞

n=۰ [n(n− ۱) + ۵n+ ۳] an(x− ۱)n

−
∑∞

n=−۲(n+ ۲)(n+ ۱)an+۲(x− ۱)n = ۰
⇒
∑∞

n=۰
[
(n۲ + ۴n+ ۳)an − (n+ ۲)(n+ ۱)an+۲

]
(x− ۱)n = ۰

⇒ (n۲ + ۴n+ ۳)an − (n+ ۲)(n+ ۱)an+۲ = ۰ ∀ n ≥ ۰
⇒ an+۲ =

(n+۳)(n+۱)
(n+۲)(n+۱) an ∀ n ≥ ۰

⇒ an+۲ =
n+۳
n+۲ an ∀ n ≥ ۰

⇒ a۲ =
۳
۲ a۰ =

۳
۲ × ۶ = ۹, a۳ = ۴

۳a۱ =
۴
۳ × ۳ = ۴, a۴ = ۵

۴a۲ =
۵
۴ × ۹ = ۴۵

۴ ,

a۵ =
۶
۵a۳ = ۶

۵ × ۴ = ۲۴
۵

⇒ y =
∑∞

n=۰ an(x− ۱)n = a۰ + a۱(x− ۱) + a۲(x− ۱)۲ + · · ·
⇒ y = ۶+ ۳(x− ۱) + ۹(x− ۱)۲ + ۴(x− ۱)۳ + ۴۵

۴ (x− ۱)۴ + ۲۴
۵ (x− ۱)۵ + · · ·

▲

�ل ح� �ده ش� داده �ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �ی �وان� ت� �ری س� �ورت ص� �ه ب� را �ر زی� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� .٩.۴ ت��م��ری��ن
ک��ن��ی��د.

(ال��ف) (۲+ x۲)y
′′ − xy

′ − ۳y = ۰, x۰ = ۰

(ب) y
′′
+ (x۲ − ۴x+ ۴)y′

+ xy = ۰, y(۲) = ۰, y
′
(۲) = ۱



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢۴

م��ن��ظ��م. غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه ح��ول دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ح��ل ٢.۴

در y′′ �ری��ب ض� �ن��ی �ع� ی� �د. �ن� �ت� �ی��س� ن� ع��ادی �ق��ط��ه ن� �ه ک� �م �ی� �ن� م��ی�ک� ب��ررس��ی �اط��ی �ق� ن� ح��ول را �ا ج��واب�ه� ح��ال
م��ان��ن��د م��ی�ش��ود ص��ف��ر ،x۰

x۲y
′′
+ xy

′
+ (x۲ − v۲)y = ۰ (ب��س��ل)

اس��ت. غ��ی��رع��ادی x۰ = ۰ ن��ق��ط��ه

(۱− x۲)y
′′ − ۲xy′

+ α(α+ ۱)y = ۰ (ل��ژان��در)

۱− x۲ = ۰ ⇒ x۲ = ۱ ⇒ x =
+
−۱ غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط

ج��ال��ب�ت��ری رف��ت��ار غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط ه��م��س��ای��گ��ی در م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای م��ع��م��ولا ک��ارب��ردی م��س��ائ��ل در
�ی��رع��ادی غ� ن��ق��اط در ش��ون��د. �ب��ه م��ح��اس� �ی��ق��ی دق� ط��ور ب��ه ن��ق��اط ای��ن در ج��واب ک��ه اس��ت لازم و دارن��د
ش��ک��ل ب��ه ن��م��ی�ت��وان را R(x)

P (x) و
Q(x)
P (x) زی��را ن��ی��س��ت اس��ت��ف��اده ق��اب��ل ق��ب��ل ب��خ��ش در ش��ده ارائ��ه روش

ن��وش��ت. x = x۰ ح��ول ت��وان��ی س��ری
م��ی�ده��ی��م. ان��ج��ام غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط روی دس��ت��ه�ب��ن��دی ی��ک اب��ت��دا

م��ع��ادل��ه ب��رای م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه را x۰ ن��ق��ط��ه .١٠.۴ ت��ع��ری��ف

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰

و limx→x۰(x − x۰)
Q(x)
P (x) �ای �ده� ح� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ه�ای) �ل� �م� �دج� �ن� چ� R و Q ،P )

از �ی �ک� ی� �ر گ� ا �ی �ن� �ع� ی� �ورت ص� ای��ن �ر �ی� غ� در �د. �ن� �اش� ب� �ی �اه� �ن� �ت� م� و �ود �وج� م� limx→x۰(x− x۰)۲
R(x)
P (x)

▲ م��ی�ن��ام��ی��م. ن��ام��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه را ن��ق��ط��ه ن��ب��اش��د، م��وج��ود ح��ده��ا ای��ن

ک��ن��ی��د. م��ش��خ��ص زی��ر م��ع��ادلات در را ن��ام��ن��ظ��م و م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط .١١.۴ م��ث��ال

(ال��ف) x۲(۱− x۲)y
′′
+ ۲xy′

+ ۴y = ۰
x۲(۱− x۲) = ۰ ⇒ x = ۰, x = ۱, x = −۱ غ��ی��رع��ادی ن��ق��اط

limx→۰ x
Q(x)
P (x) = limx→۰ x

۲x
x۲(۱−x۲) = ۲

limx→۰ x۲
R(x)
P (x) = limx→۰ x۲

۴
x۲(۱−x۲) = ۴

}
م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۰



١٢۵ ت��وان��ی س��ری�ه��ای روش ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ح��ل

limx→۱(x− ۱)Q(x)
P (x) = limx→۱(x− ۱) ۲x

x۲(۱−x۲) = −۱
limx→۱(x− ۱)۲R(x)

P (x) = limx→۱(x− ۱)۲ ۴
x۲(۱−x۲) = ۰

}
م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۱

limx→−۱(x+ ۱)Q(x)
P (x) = limx→−۱(x+ ۱) ۲x

x۲(۱−x۲) = −۱
limx→−۱(x+ ۱)۲R(x)

P (x) = limx→−۱(x+ ۱)۲ ۴
x۲(۱−x۲) = ۰

}
م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = −۱

(ب)
y
′′
+ x۲

(۱−x)۲ y
′
+ ۳(۱+ x۲)y = ۰

(۱− x۲) = ۰ ⇒ x = ۱ غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه

lim
x→۱

(۱− x)
x۲

(۱− x)۲
= lim

x→۱

x۲

۱− x
= ∞ ⇒ ن��ام��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۱

(ج) x۲y
′′
+ αxy

′
+ βy = ۰, اوی��ل��ر م��ع��ادل��ه

x۲ = ۰ ⇒ غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۰

limx→۰ x
Q(x)
P (x) = limx→۰ x

αx
x۲

= α

limx→۰ x۲
R(x)
P (x) = limx→۰ x۲

β
x۲

= β

}
م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه x = ۰

▲

�م �ظ� �ن� م� �ادی �رع� �ی� غ� �ه �ط� �ق� ن� �ول ح� دوم �ه �ب� �رت� م� �ی �ط� خ� �ل �ی� �س� �ران� �ف� دی� �ادلات �ع� م� �ل ح� �ه ب� �ه ادام� در
�ر �ی� �ی� �غ� ت� �د �ن� �ان� م� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در �را زی� �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در x۰ = ۰ �ی �ت� راح� �رای ب� �م. �ردازی� �ی�پ� م�
در را �ل��ی ک� �ال��ت ح� در �رم ف� �ه ب� �ط��ی خ� دوم �ه �ب� �رت� م� �ی��ل �س� �ران� �ف� دی� �ه �ادل� �ع� م� اس��ت. x− x۰ = z �ر �ی� �غ� �ت� م�

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر

P (x)y
′′
+Q(x)y

′
+R(x)y = ۰

�م �ظ� �ن� م� �ادی �رع� �ی� غ� �ه �ط� �ق� ن� x۰ = ۰ و �د �ن� �ت� �س� ه� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ع �واب� ت� R(x) و Q(x) ،P (x) �ه ک�
ی��م: دار P (x) ب��ر م��ع��ادل��ه ط��رف��ی��ن ک��ردن ت��ق��س��ی��م ب��ا اس��ت. م��ع��ادل��ه

y
′′
+
Q(x)

P (x)
y
′
+
R(x)

P (x)
y = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢۶

ی��ا

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰

�ه �ط� �ق� ن� x = ۰ �ه ک� �م ی� دار �ه �وج� ت� �د. �ن� �ت� �س� ه� �ه�ای) �ل� �م� �ن��دج� چ� دو �ب��ت �س� (ن� �ا �وی� گ� �ع �واب� ت� q(x) و p(x) �ه ک�
ی��ع��ن��ی اس��ت، م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی

lim
x→۰

xp(x), lim
x→۰

x۲q(x)

اس��ت. م��ت��ن��اه��ی و م��وج��ود
�ام �ج� ان� از �س پ� �م. �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ه �ادل� �ع� م� در را y′′ و y′ .y =

∑∞
n=۰ anx

n+r �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق�
روش، ای��ن ب��ه ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را an ب��ازگ��ش��ت��ی رواب��ط و r م��ق��ادی��ر س��اده�س��ازی و م��ح��اس��ب��ات

دارد. ن��ام ف��روب��ن��ی��وس ج��واب ج��واب�ه��ای��ی، چ��ن��ی��ن و م��ی�ش��ود گ��ف��ت��ه ف��روب��ن��ی��وس روش

�ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �وس �ی� �ن� �روب� ف� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� را ۲xy′′
+ y

′ − ۲y = ۰ �ه �ادل� �ع� م� .١٢.۴ م��ث��ال
ی��د. آور دس��ت ب��ه x۰ = ۰

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک را y′′ ض��ری��ب ح��ل:

y
′′
+

۱
۲xy

′ − ۱
x
y = ۰ (١.۴)

lim
x→۰

x
۱
۲x =

۱
۲ , lim

x→۰
x۲

(−۱)
x

= ۰

.a۰ ̸= ۰, y =
∑∞

n=۰ anx
n+r م��ی�ده��ی��م ق��رار

y
′
=
∑∞

n=۰(n+ r)anx
n+r−۱

y
′′
=
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r−۲

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری ١.۴ م��ع��ادل��ه در را y′′ و y′ ،y

∑∞
n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r−۲ + ۱

۲x
∑∞

n=۰(n+ r)anx
n+r−۱

− ۱
x

∑∞
n=۰ anx

n+r = ۰
⇒
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r−۲ +
∑∞

n=۰
۱
۲(n+ r)anx

n+r−۲

−
∑∞

n=۰ anx
n+r−۱ = ۰
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م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ب��دی��ل n+ r − ۲ ب��ه را n+ r − ۱ آخ��ر س��ری در

⇒
∑∞

n=۰
[
(n+ r)(n+ r − ۱) + ۱

۲(n+ r)
]
anx

n+r−۲ −
∑∞

n=۰ an−۱x
n+r−۲

م��ی�ک��ن��ی��م ج��دا دوم و اول ج��م��ل��ه دو از را n = ۰ اول��ی ]ج��م��ل��ه
r(r − ۱) + ۱

۲r
]
a۰xr−۲ +

∑∞
n=۱
[
(n+ r)(n+ r − ۱

۲)an − an−۱
]
xn−r−۲ = ۰

⇒ r(r − ۱) + ۱
۲r = r۲ − ۱

۲r = r(r − ۱
۲) = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه

⇒ r۲ = ۰, r۱ =
۱
۲

(n+ r)(n+ r − ۱
۲)an − an−۱ = ۰ ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه

⇒ an =
۲an−۱

(n+r)(۲n+۲r−۱) n ≥ ۱
r۱ =

۱
۲ ⇒ an =

۲an−۱
(n+ ۱

۲ )(۲n)
n ≥ ۱

an =
۴an−۱

۲n(۲n+۱) n ≥ ۱

a۱ =
۴
۳!a۰, a۲ =

۴
۴×۵a۱ =

۴۲
۵!a۰, a۰ = ۱, a۳ = ۴

۶×۷a۲ =
۴۳
۷! a۰

⇒ y۱ =
∑∞

n=۰
۴n

(۲n+۱)!x
n+ ۱

۲

r۲ = ۰ ⇒ an =
۲an−۱
n(۲n−۱)n ≥ ۱

ب��ن��وی��س��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م
a۱ =

۲a۰
۱ , a۲ =

۲a۱
۲×۳ = ۲۲

۳!a۰, a۳ = ۲×a۲
۳×۵ = ۲۳

۳×۵×۳!a۰

an =
۴an−۱

۲n(۲n−۱)
⇒ an = ۴n

۲n!a۰ a۰ = ۱
⇒ y۲ =

∑∞
n=۰

۴n
(۲n)!x

n

⇒ y = c۱y۱ + c۲y۲ ع��م��وم��ی ج��واب

▲

ف��روب��ن��ی��وس) (روش ب��رم��ی�گ��ردی��م: ک��ل��ی ح��ال��ت در م��ع��ادل��ه ح��ل ب��ه
�ه �ط� �ق� ن� x۰ = ۰ �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را y′′

+ p(x)y
′
+ q(x)y = ۰ �ی �ل� ک� �رم ف� در �ه �ادل� �ع� م�

�ت. اس� �ی �اه� �ن� �ت� وم� �ود �وج� م� limx→۰ xp(x) و limx→۰ x۲q(x) �ی �ن� �ع� ی� �ت. اس� �م �ظ� �ن� م� �ادی �رع� �ی� غ�
x۰ = ۰ �ه �ط� �ق� ن� �ول ح� �ی �وان� ت� �ری س� �ورت ص� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را x۲q(x) و xp(x) �ر �گ� دی� �ارت �ب� ع� �ه ب�
در را �ه �ادل� �ع� م� x۲q(x) =

∑∞
n=۰ qn(x)x

n و xp(x) =
∑∞

n=۰ pn(x)x
n �ی �ن� �ع� ی� �ت. �وش� ن�



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٢٨

م��ی�ک��ن��ی��م. ض��رب x۲

x۲y
′′
+ x(xp(x))y

′
+ (x۲q(x))y = ۰ (٢.۴)

م��ی�ده��ی��م ق��رار

y =
∞∑
n=۰

anx
n+r

م��ی�ک��ن��ی��م. ج��ای�گ��ذاری ٢.۴ م��ع��ادل��ه در را y′′ و y′ ،y

y
′
=
∑∞

n=۰(n+ r)anx
n+r−۱

y
′′
=
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r−۲

x۲(
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r−۲) + x(
∑∞

n=۰ pnx
n)

(
∑∞

n=۰(n+ r)anx
n+r−۱) + (

∑∞
n=۰ qnx

n)(
∑∞

n=۰ anx
n+r) = ۰

⇒
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r + (
∑∞

n=۰ pnx
n)(
∑∞

n=۰(n+ r)anx
n+r)

+ (
∑∞

n=۰ qnx
n)(
∑∞

n=۰ anx
n+r) = ۰

⇒
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r +
∑∞

n=۰(
∑n

k=۰(k + r)akx
k+rpn−kx

n−k)

+
∑∞

n=۰(
∑n

k=۰ akx
k+rqn−kx

n−k) = ۰
⇒
∑∞

n=۰(n+ r)(n+ r − ۱)anxn+r +
∑∞

n=۰(
∑n

k=۰(k + r)pn−kak)x
n+r

+
∑∞

n=۰(
∑n

k=۰ qn−kak)x
n+r = ۰

⇒
∑∞

n=۰ [(n+ r)(n+ r − ۱)an +
∑n

k=۰((r + k)pn−k + qn−k)ak]x
n+r = ۰

⇒ [r(r − ۱) + rp۰ + q۰] a۰xr

+
∑∞

n=۰ [(n+ r)(n+ r − ۱)an + [(r + n)p۰ + q۰] an

+
∑n−۱

k=۰((r + k)pn−k + qn−k)ak

]
xn+r = ۰

ص��ورت ای��ن �ه ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� را �الا ب� �ه �ط� راب� F (r) := r(r − ۱) + p۰r + q۰ �م �ی� ده� �رار ق� �ر گ� ا
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ب��ن��وی��س��ی��م:

F (r)a۰xr +
∑∞

n=۰

[
F (r + n)an +

∑n−۱
k=۰((r + k)pn−k + qn−k)ak

]
xn+r = ۰

⇒

{
F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
F (r + n)an = −

∑n−۱
k=۰((r + k)pn−k + qn−k)ak ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه

ح��ق��ی��ق��ت در

p۰ = limx→۰(xp(x))

q۰ = limx→۰(x۲q(x))

�ی��م. �ن� م��ی�ک� �ی��دا پ� را r �ادی��ر �ق� م� F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = ۰ ش��اخ��ص راب��ط��ه از �ی��ج��ه �ت� ن� در
م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را anه��ا زی��ر ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه از r ه��ر ازای ب��ه س��پ��س

F (r + n)an = −
n−۱∑
k=۰

((r + k)pn−k + qn−k)ak

م��خ��ت��ل��ف: ح��ال��ت�ه��ای
ن��ت��ی��ج��ه در اس��ت. دو درج��ه م��ع��ادل��ه ی��ک F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه

م��ی�آی��د. پ��ی��ش م��خ��ت��ل��ف ح��ال��ت�ه��ای ب��اش��ن��د، چ��گ��ون��ه F (r) ری��ش��ه�ه��ای ک��ه ای��ن ب��ه ب��س��ت��ه
r۲ و r۱ �ل �اض� �ف� ت� و .(r۲ ≤ r۱) �ت اس� �ز �ای� �م� �ت� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ه �ش� ی� ر دو دارای F (r) اول: �ت �ال� ح�

.r۲ − r۱ /∈ N ن��ی��س��ت، ص��ح��ی��ح
ص��ح��ی��ح r۲ و r۱ ت��ف��اض��ل و .r۲ ≤ r۱ اس��ت م��ت��م��ای��ز ح��ق��ی��ق��ی ی��ش��ه ر دو دارای F (r) دوم: ح��ال��ت

.r۱ − r۲ ∈ N اس��ت،
اس��ت. r۱ = r۲ م��ض��اع��ف ی��ش��ه ر دارای F (r) س��وم: ح��ال��ت

�رم ف� �ه ب� �واب ج� �ک ی� r �ر ه� ازای �ه ب� �ه ک� �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را اول �ت �ال� ح� �ط �ق� ف� �ا م� �ا �ج� �ن� ای� در
م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه ف��روب��ن��ی��وس

س��ری از اس��ت��ف��اده روش ب��ا را ۲xy′′
+ (۱+ x)y

′ − ۲y = ۰ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .١٣.۴ م��ث��ال
ی��د. آور دس��ت ب��ه x۰ = ۰ ن��ق��ط��ه ح��ول

ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ک��ن��ی��م. اس��ت��ف��اده آوردی��م دس��ت ب��ه ک��ل��ی ح��ال��ت در ک��ه ف��رم��ول��ی از اس��ت ک��اف��ی ح��ل:
ی��م. آور دس��ت ب��ه را ف��روب��ن��ی��وس ف��رم ب��ه ج��واب�ه��ای س��پ��س و ی��م �آور دس��ت ب��ه را ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه و
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اس��ت. م��ن��ظ��م غ��ی��رع��ادی ن��ق��ط��ه ی��ک x۰ = ۰ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا

p(x) = ۱+x
۲x ⇒ limx→۰ xp(x) = limx→۰ x

۱+x
۲x = ۱

۲ = p۰

q(x) = −۲
۲x ⇒ limx→۰ x۲q(x) = limx→۰ x۲

−۲
۲x = ۰ = q۰

ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه

F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = r(r − ۱) + ۱
۲r = ۰

F (r) = r۲ − r + ۱
۲r = r۲ − ۱

۲r = ۰
⇒ r(r − ۱

۲) = ۰ ⇒ r۲ = ۰, r۱ =
۱
۲

ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه

F (r + n)an = −
n−۱∑
n=۰

((r + k)pn−k + qn−k)ak

⇒ (r + n)(r + n− ۱
۲)an = −

[
(r + n− ۱) ۱۲ − ۱

]
an−۱

⇒ (r + n)(۲r + ۲n− ۱)an = −(r + n− ۳)an−۱∑∞
n=۰ pnx

n = xp(x) = ۱
۲ +

۱
۲x⇒ p۰ =

۱
۲ , p۱ =

۱
۲ , p۲ = · · · = pn = ۰

x۲q(x) = −x⇒ q۰ = ۰, q۱ = −۱, q۲ = · · · = qn = ۰

⇒ (r + n)(۲r + ۲n− ۱)an = −(r + n− ۳)an−۱

r۱ =
۱
۲ ⇒ ( ۱۲ + n)(۱+ ۲n− ۱)an = −( ۱۲ + n− ۳)an−۱

⇒ (۲n+ ۱)(۲n)an = −(۲n− ۵)an−۱

⇒ an = − ۲n−۵
۲n(۲n+۱)an−۱ n ≥ ۱

a۱ = − −۳
۲×۳a۰ =

۱
۲a۰, a۲ = − −۱

۴×۵a۱ =
۱

۲×۴×۵a۰

دل��خ��واه a۰ = ۱

⇒ y۱ =
∑∞

n=۰ anx
n+r۱ = a۰x

۱
۲ + a۱x

۳
۲ + · · ·

y۱ = x
۱
۲ + ۱

۲x
۳
۲ + ۱

۴۰x
۵
۲ + · · ·
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r۲ = ۰ ⇒ n(۲n− ۱)an = −(n− ۳)an−۱

an = − n−۳
n(۲n−۱)an−۱ n ≥ ۱

a۱ = −−۲
۱ a۰ = ۲a۰, a۲ = − −۱

۲×۳a۱ =
۱
۶a۱ =

۱
۶۲a۰ =

۱
۳a۰

دل��خ��واه a۰ = ۱

⇒ y۲ =
∑∞

n=۰ anx
n+r۲ = a۰ + a۱x+ a۲x

۲ + · · ·
y۲ = ۱+ ۲x+ ۱

۳x
۲ + · · ·

▲

ج��م��ع�ب��ن��دی:

دوم م��رت��ب��ه خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه ح��ل ب��رای

y
′′
+ p(x)y

′
+ q(x)y = ۰

�ول ح� �وس �ی� �ن� �روب� ف� روش �ا ب� �د �ن� �ت� �س� ه� �ه�ای) �ل� �م� �دج� �ن� چ� دو �ت �ب� �س� (ن� �ا �وی� گ� �ع �واب� ت� q(x) و p(x) �ه ک�
�ه �ادل� �ع� م� �ه �ش� ری� r �ه ک� .y =

∑∞
n=۰ an(x− x۰)n+r �م �ی� م��ی�ده� �رار ق� ،x۰ �م �ظ� �ن� م� �ادی �رع� �ی� غ� �ه �ط� �ق� ن�

ش��اخ��ص

F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = ۰

از ی��ک �ر ه� r۱ − r۲ /∈ N و r۲ ≤ r۱ �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ه �ش� ی� ر دو دارای �اخ��ص ش� �ه �ادل� �ع� م� �ی �ت� وق� �ت. اس�
ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه در گ��ان��ه ج��دا را r۲ و r۱

F (r + n)an = −
n−۱∑
n=۰

((r + k)pn−k + qn−k)ak

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را anه��ا و م��ی�ده��ی��م ق��رار
و x۲q(x) =

∑∞
n=۰ qnx

n �وان��ی ت� �ری س� ب��س��ط از �الا ب� رواب��ط در �ا qiه� و �ا piه� �ه ک� �م ی� دار �ه �وج� ت�
م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه xp(x) =

∑∞
n=۰ pnx

n

اس��ت. ی��ک م��س��اوی y′′ ض��ری��ب ب��ا م��ع��ادل��ه ب��رای ب��الا ف��رم��ول�ه��ای ک��ه ی��م دار دق��ت
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ک��ن��ی��د. ح��ل x = ۰ ن��ق��ط��ه ح��ول ف��روب��ن��ی��وس روش ب��ا را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه .١۴.۴ م��ث��ال

x۲y
′′
+ x(x+ ۱)y′ − y = ۰

م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ک را y′′ ض��ری��ب اب��ت��دا .١

y
′′
+

(x+ ۱)
x

y
′ − ۱

x۲
y = ۰

(x = ۰ (ح��ول ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را x۲q(x) و xp(x) ت��واب��ع س��ری .٢

xp(x) = x(x+۱
x ) = x+ ۱ =

∑∞
n=۰ pnx

n = p۰ + p۱x+ p۲x
۲ + · · ·

⇒ p۰ = ۱, p۱ = ۱, p۲ = p۳ = · · · = ۰
x۲q(x) = x۲(−۱

x۲
) = −۱ =

∑∞
n=۰ q(x)x

n = q۰ + q۱x+ q۲x+ · · ·
⇒ q۰ = −۱, q۱ = q۲ = · · · = ۰

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه .٣

F (r) = r(r − ۱) + p۰r + q۰ = r(r − ۱) + r − ۱ = ۰
r۲ − ۱ = ۰ ⇒ r۱ = ۱, r۲ = −۱

F (r) = (r − ۱)(r + ۱)

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه .۴

F (r + n)an = −
∑n−۱

k=۰ [(r + k)pn−k + qn−k] ak

(r + n− ۱)(r + n+ ۱)an = −(r + n− ۱)p۱an−۱

⇒ an = − an−۱
r+n+۱ n ≥ ۱
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م��ی�آوری��م. دس��ت ب��ه را ج��واب و م��ی�ده��ی��م ق��رار ب��ازگ��ش��ت��ی راب��ط��ه در را r۲ و r۱ از ی��ک ه��ر .۵

r۱ = ۱ ⇒ an = −an−۱
n+۲ a۰ = ۱ دل��خ��واه

n = ۱ ⇒ a۱ = −a۰
۳ = − ۱

۳
n = ۲ ⇒ a۲ = −a۱

۴ = + ۱
۱۲

n = ۳ ⇒ a۳ = −a۲
۵ = − ۱

۵×۴×۳
⇒ an = (−۱)n۲

(n+۲)!
⇒ y۱ =

∑∞
n=۰ anx

n+r۱ =
∑∞

n=۰
(−۱)n۲
(n+۲)!x

n+۱

r۲ = −۱ ⇒ an = −an−۱
n a۰ = ۱ دل��خ��واه

n = ۱ ⇒ a۱ = −a۰
۱ = −۱

n = ۲ ⇒ a۲ = −a۱
۲ = + ۱

۲
n = ۳ ⇒ a۳ = −a۲

۳ = − ۱
۳×۲

⇒ an = (−۱)n
(n)!

⇒ y۲ =
∑∞

n=۰ anx
n+r۲ =

∑∞
n=۰

(−۱)n
(n)! x

n−۱

y = c۱y۱ + c۲y۲

y = c۱y۱ + c۲y۲ + · · ·

▲

ک��ن��ی��د. ح��ل x = ۰ ن��ق��ط��ه ح��ول ف��روب��ن��ی��وس روش ب��ا را زی��ر دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات .١۵.۴ ت��م��ری��ن

(ال��ف) xy′′
+ (۲− ۲x۲)y′

+ ۶xy = ۰

(ب) ۲x۲y′′
+ ۳xy′ − (۱+ x)y = ۰

(ج) ۴xy′′
+ (۳+ ۳x)y = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٣۴



۵ ف��ص��ل

دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

م��ات��ری��س�ه��ا م��ق��دم��ه ١.۵

ب��ه ح��ق��ی��ق��ی ی��ا م��خ��ت��ل��ط اع��داد از م��س��ت��ط��ی��ل��ی اس��ت آرای��ه�ای ،m× nم��ات��ری��س ی��ک .١.۵ ت��ع��ری��ف
زی��ر ش��ک��ل

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n
...

...
...

am۱ am۲ . . . amn


▲ اس��ت. س��ت��ون ش��م��اره j و س��ط��ر ش��م��اره i ،aij در ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش A = (aij)m×n ب��ا و

م��ی�گ��وی��ی��م. م��رب��ع��ی م��ات��ری��س را A آن��گ��اه ،m = n گ��ر ا •

دارد. ن��ام س��ت��ون��ی م��ات��ری��س m× ۱ م��ات��ری��س •

دارد. ن��ام س��ط��ری م��ات��ری��س ۱× nم��ات��ری��س •

دارد. ن��ام ص��ف��ر م��ات��ری��س ،aij = ۰ ،j, i ه��ر ب��رای گ��ر ا •



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٣۶

دارد. ن��ام ه��م��ان��ی م��ات��ری��س ،In =


۱ ۰ . . . ۰
۰ ۱ . . . ۰
...

...
...

۰ ۰ . . . ۱

م��ات��ری��س •

م��ات��ری��س�ه��ا ض��رب و ج��م��ع ٢.۵

A = (aij)m×n, B = (bij)m×n

A+B = (aij + bij)m×n

A = (aij)m×n, B = (bij)n×p

A×B = (
∑n

k=۱ aik × bkj)m×p

م��ات��ری��س�ه��ا ض��رب و ج��م��ع خ��واص

A+B = B +A (ال��ف)

A+ (B + C) = (A+B) + C (ب)

∀α ∈ R αA = (αaij)mn (ج)

A+ (−A) = ۰ (د)

∀α ∈ R α(A+B) = αA+ αB (ه)

(αβ)A = α(βA) (و)

(α+ β)A = αA+ βA (ی)

AB ̸= BA (م)

(A×B)× C = A× (B × C) (ع)

A× (B + C) = (A×B) + (A× C) (غ)

ی��ک �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ر �ذی� وارون�پ� را A �اش��د، ب� n× n �ع��ی �رب� م� �ری��س �ات� م� ی��ک A گ��ر ا .٢.۵ ت��ع��ری��ف
وارون را B �س �ری� �ات� م� .AB = BA = In �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� B ،n × n �س �ری� �ات� م�
▲ م��ی�گ��وی��ی��م. Aم��ات��ری��س



١٣٧ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه م��ات��ری��س ی��ک دت��رم��ی��ن��ان .٣.۵ ت��ع��ری��ف

A =

(
a۱۱ a۱۲

a۲۱ a۲۲

)
, detA = a۱۱a۲۲ − a۱۲a۲۱

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n
...

... . . .
...

an۱ an۲ . . . ann



detA = a۱۱

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲۲ . . . a۲n
...

...
an۲ . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+(−۱)۱+۲a۱۲

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲۱ a۲۳ . . . a۲n
...

...
an۱ an۳ . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ · · ·

+(−۱)۱+na۱n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a۲۱ . . . a۲(n−۱)
...

...
an۱ . . . an(n−۱)

∣∣∣∣∣∣∣∣
دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

detA =

n∑
j=۱

(−۱)i+jaij det


از ح��اص��ل م��ات��ری��س
و iام س��ط��ر ح��ذف

jام س��ت��ون


▲

.detA ̸= ۰ گ��ر ا ف��ق��ط و گ��ر ا اس��ت وارون�پ��ذی��ر Aم��ات��ری��س .۴.۵ ق��ض��ی��ه



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٣٨

م��ات��ری��س: ی��ک وارون ی��اف��ت��ن روش

A−۱ =
CT

detA
,C = (cij), cij = (−۱)i+j det


از ح��اص��ل م��ات��ری��س
و iام س��ط��ر ح��ذف

jام س��ت��ون


اس��ت. ش��ده ع��وض س��ت��ون�ه��ا ب��ا س��ط��ره��ا ج��ای ی��ع��ن��ی اس��ت. م��ات��ری��س ت��ران��ه��اده CT

خ��ط��ی م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ٣.۵

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه م��ج��ه��ول n و م��ع��ادل��ه n از خ��ط��ی دس��ت��گ��اه ی��ک


a۱۱x۱ + · · ·+ a۱nxn = b۱

a۲۱x۱ + · · ·+ a۲nxn = b۲
...
an۱x۱ + · · ·+ annxn = bn

ه��س��ت��ن��د. ث��اب��ت م��ق��ادی��ر biه��ا و aijه��ا و م��ج��ه��ول xiه��ا
ده��ی��م ق��رار گ��ر ا

A = (aij), X =


x۱

x۲
...
xn

 , B =


b۱

b۲
...
bn


را �ت��گ��اه دس� آن��گ��اه ،B = ۰ گ��ر ا ن��وش��ت. AX = B ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان را �ت��گ��اه دس� �ی��ق��ت �ق� ح� در

م��ی�گ��وی��ی��م. (غ��ی��ره��م��گ��ن) ن��اه��م��گ��ن را دس��ت��گ��اه B ̸= ۰ گ��ر ا و ه��م��گ��ن
را ط��رف��ی��ن م��ی�ت��وان��ی��م ،detA ̸= ۰ ی��ع��ن��ی ب��اش��د وارون�پ��ذی��ر A گ��ر ا ،AX = B دس��ت��گ��اه در

ی��م. آور دس��ت ب��ه را دس��ت��گ��اه ج��واب و ک��ن��ی��م ض��رب A−۱ در چ��پ س��م��ت از

AX = B
det A̸=۰⇒ A−۱ × (AX) = A−۱ ×B

⇒ X = A−۱B.



١٣٩ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

X = ۰ �اه �گ� �ت� دس� �رد ف� �ه ب� �ر �ح��ص� �ن� م� �واب ج� ،B = ۰ �ن��ی �ع� ی� �د �اش� ب� �ن �گ� �م� ه� �ه �ادل� �ع� م� �ر گ� ا �ا �ج� �ن� ای� در �ه ک�
اص��لا ی��ا دس��ت��گ��اه ،detA = ۰ ی��ع��ن��ی ن��ب��اش��د وارون�پ��ذی��ر A گ��ر ا ول��ی .(detA ̸= ۰ (ه��رگ��اه اس��ت

دارد. ج��واب ب��ی��ن��ه��ای��ت ی��ا ن��دارد ج��واب

ب��گ��ی��ری��د. ن��ظ��ر در را زی��ر م��ج��ه��ول س��ه م��ع��ادل��ه س��ه دس��ت��گ��اه .۵.۵ م��ث��ال
x۱ − x۲ + x۳ = ۱
x۱ − ۲x۲ + x۳ = ۰
۳x۱ − x۲ + ۴x۳ = ۰

اس��ت. زی��ر ش��ک��ل ب��ه دس��ت��گ��اه ای��ن م��ات��ری��س��ی ف��رم

 ۱ −۱ ۱
۱ −۲ ۱
۳ −۱ ۴


x۱x۲
x۳

 =

۱
۰
۰



A =

 ۱ −۱ ۱
۱ −۲ ۱
۳ −۱ ۴

 , AX = B, B =

۱
۰
۰



detA = ۱
∣∣∣∣∣−۲ ۱
−۱ ۴

∣∣∣∣∣+ ۱
∣∣∣∣∣ ۱ ۱
۳ ۴

∣∣∣∣∣+ ۱
∣∣∣∣∣ ۱ −۲
۳ −۱

∣∣∣∣∣
detA = −۷+ ۱+ ۵ = −۱ ̸= ۰ ⇒ اس��ت وارون�پ��ذی��ر A⇒ X = A−۱B.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴٠

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را C م��ات��ری��س A−۱ = CT

detA

C =



(−۱)۱+۱

∣∣∣∣∣−۲ ۱
−۱ ۴

∣∣∣∣∣ (−۱)۱+۲

∣∣∣∣∣ ۱ ۱
۳ ۴

∣∣∣∣∣ (−۱)۱+۳

∣∣∣∣∣ ۱ −۲
۳ −۱

∣∣∣∣∣
(−۱)۲+۱

∣∣∣∣∣−۱ ۱
−۱ ۴

∣∣∣∣∣ (−۱)۲+۲

∣∣∣∣∣ ۱ ۱
۳ ۴

∣∣∣∣∣ (−۱)۲+۳

∣∣∣∣∣ ۱ −۱
۳ −۱

∣∣∣∣∣
(−۱)۳+۱

∣∣∣∣∣−۱ ۱
−۲ ۱

∣∣∣∣∣ (−۱)۳+۲

∣∣∣∣∣۱ ۱
۱ ۱

∣∣∣∣∣ (−۱)۳+۳

∣∣∣∣∣۱ −۱
۱ −۲

∣∣∣∣∣



C =

−۷ −۱ ۵
۳ ۱ −۲
۱ ۰ −۱

⇒ CT =

−۷ ۳ ۱
−۱ ۱ ۰
۵ −۲ −۱



A−۱ =
CT

detA
=

 ۷ −۳ −۱
۱ −۱ ۰
−۵ ۲ ۱



X = A−۱B =

 ۷ −۳ −۱
۱ −۱ ۰
−۵ ۲ ۱


۱
۰
۰

 =

 ۷
۱
−۵

 دس��ت��گ��اه ج��واب

▲



١۴١ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

خ��ط��ی واب��س��ت��گ��ی و خ��ط��ی اس��ت��ق��لال ۴.۵

،X(۱), X(۲), . . . , X(n) ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت. n× ۱ س��ت��ون��ی م��ات��ری��س ب��ردار، از م��ن��ظ��ور ادام��ه در
ی��ع��ن��ی ب��اش��ن��د. ب��ردار n

X(۱) =


x۱۱

x۲۱
...
xn۱

 , X(۲) =


x۱۲

x۲۲
...
xn۲

 , . . . , X(n) =


x۱n

x۲n
...
xnn



�ق��ی �ی� �ق� ح� �داد اع� �اه �رگ� ه� �م �ی� �وی� گ� �ط��ی خ� �ه �ت� �س� واب� را X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ردار ب� n .۶.۵ ت��ع��ری��ف
ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود ب��وده ن��اص��ف��ر آن��ه��ا از ی��ک��ی ح��داق��ل ک��ه c۱, c۲, . . . , cn

c۱X
(۱) + c۲X

(۲) + · · ·+ cnX
(n) = ۰

▲ گ��وی��ی��م. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل را ب��رداره��ا ص��ورت، ای��ن غ��ی��ر در

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه

c۱


x۱۱

x۲۱
...
xn۱

+ c۲


x۱۲

x۲۲
...
xn۲

+ · · ·+ cn


x۱n

x۲n
...
xnn

 = ۰

⇒


c۱x۱۱ + c۲x۱۲ + · · ·+ cnx۱n = ۰
c۱x۲۱ + c۲x۲۲ + · · ·+ cnx۲n = ۰
...
c۱xn۱ + c۲xn۲ + · · ·+ cnxnn = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴٢

⇒


x۱۱ x۱۲ . . . x۱n

x۲۱ x۲۲ . . . x۲n
...

...
...

xn۱ xn۲ . . . xnn



c۱

c۲
...
cn

 = ۰ ⇒ XC = ۰

.detX = ۰ ه��رگ��اه اس��ت، ص��ف��ر غ��ی��ر ج��واب دارای دس��ت��گ��اه ن��ت��ی��ج��ه در
�ور ط� �ه ب� detA ̸= ۰ �ر گ� ا �ت اس� �ر �ف� ص� �ای �ت� �ک� ی� �واب ج� دارای AX = ۰ �اه �گ� �ت� دس� �ادآوری: (ی�

(detA = ۰ گ��ر ا اس��ت ن��اص��ف��ر ج��واب دارای م��ع��ادل

�ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ط� خ� �ه �ت� �س� واب� X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ردار ب� n .٧.۵ ن��ت��ی��ج��ه
.detX = ۰

�ر گ� ا �ط �ق� ف� و �ر گ� ا �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ردار ب� n �ادل �ع� م� �ور ط� �ه ب�
.detX ̸= ۰

ک��ن��ی��د. ب��ررس��ی را زی��ر ب��رداره��ای خ��ط��ی اس��ت��ق��لال ی��ا خ��ط��ی واب��س��ت��گ��ی .٨.۵ م��ث��ال

X(۱) =

۱
۱
۰

 , X(۲) =

۰
۱
۱

 , X(۳) =

۱
۰
۱


اول: روش

c۱X
(۱) + c۲X

(۲) + c۳X
(۳) = c۱

۱
۱
۰

+ c۲

۰
۱
۱

+ c۳

۱
۰
۱

 = ۰

⇒


c۱ + c۳ = ۰
c۱ + c۲ = ۰
c۲ + c۳ = ۰

⇒ c۲ − c۳ = ۰

⇒ c۱ = c۲ = c۳ = ۰

را X(۳) و X(۲) ،X(۱) �ی �ط� خ� �ب �ی� �رک� ت� �ه ک� �د دارن� �ود وج� c۳ و c۲ ،c۱ �ر �ف� ص� �ر �ی� غ� �ب �رای� ض� پ��س
ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل X(۳) و X(۲) ،X(۱) ت��ع��ری��ف ط��ب��ق ی��ع��ن��ی ک��ن��ن��د. ص��ف��ر ب��راب��ر



١۴٣ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

دوم: روش

X =
(
X(۱), X(۲), X(۳)

)
=

۱ ۰ ۱
۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱



detX = ۱
∣∣∣∣∣۱ ۰
۰ ۱

∣∣∣∣∣+ ۰
∣∣∣∣∣۱ ۰
۰ ۱

∣∣∣∣∣+ ۱
∣∣∣∣∣۱ ۱
۰ ۰

∣∣∣∣∣ = ۱ ̸= ۰

دس��ت��گ��اه ی��ع��ن��ی detX ̸= ۰ وق��ت��ی (زی��را اس��ت. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل X(۳) و X(۲) ،X(۱) ۱پ��س ۰ ۱
۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۱


c۱c۲
c۳

 =

۰
۰
۰



▲ دارد.)

c۱c۲
c۳

 =

۰
۰
۰

 ج��واب ف��ق��ط

و X(۲) =

 ۳
−۱
۷

 ،X(۱) =

 ۱
−۱
۱

 �ای �رداره� ب� �د �ی� �ن� ک� �ص �خ� �ش� م� .٩.۵ ت��م��ری��ن

ه��س��ت��ن��د؟ خ��ط��ی واب��س��ت��ه ی��ا خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل X(۳) =

۲
۲
۱۰



وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر ۵.۵

را V ن��اص��ف��ر س��ت��ون��ی ب��ردار ب��اش��د. n× n م��رب��ع��ی م��ات��ری��س ی��ک A ک��ن��ی��د ف��رض .١٠.۵ ت��ع��ری��ف
ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود r ث��اب��ت م��ق��دار ه��رگ��اه م��ی�گ��وی��ی��م، Aم��ات��ری��س ب��رای وی��ژه ب��ردار ی��ک
▲ م��ی�گ��وی��ی��م. Aم��ات��ری��س وی��ژه م��ق��دار را r ع��دد ص��ورت ای��ن در .AV = rV ک��ه



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴۴

ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م A =

(
۲ ۱
۰ −۱

)
ک��ن��ی��د ف��رض .١١.۵ م��ث��ال

A

(
۱
۰

)
=

(
۲ ۱
۰ −۱

)(
۱
۰

)
=

(
۲
۰

)
= ۲

(
۱
۰

)

A �ردار ب� �رای ب� r = ۲ �ژه وی� �دار �ق� م� �ر �ی� �ظ� ن� �ژه وی� �ردار ب� V =

(
۱
۰

)
و �ژه وی� �دار �ق� م� r = ۲ �ی �ن� �ع� ی�

▲ ه��س��ت��ن��د.

ه��س��ت��ن��د. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل م��ت��م��ای��ز وی��ژه م��ق��ادی��ر ب��ا م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه ب��رداره��ای .١٢.۵ ق��ض��ی��ه

�ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ا ب� �ر �اظ� �ن� �ت� م� �ژه وی� �ای �رداره� ب� V (۱), V (۲), . . . , V (k) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� اث��ب��ات.
�ل �ق� �ت� �س� م� V (۱), V (۲), . . . , V (k) �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �ه �ک� �ن� ای� �رای ب� �د. �ن� �اش� ب� r۱, r۲, . . . , rk �ز �ای� �م� �ت� م�
�اه �گ� آن� ،c۱V (۱) + c۲V

(۲) + · · · + ckV
(k) = ۰ �ر گ� ا �م �ی� ده� �ان �ش� ن� �د �ای� ب� �د، �ن� �ت� �س� ه� �ی �ط� خ�

م��ی�ک��ن��ی��م. ث��اب��ت k روی اس��ت��ق��را ب��ا را ای��ن .c۱ = c۲ = · · · = ck = ۰
k = ۱ اس��ت��ق��را: پ��ای��ه

c۱V
(۱) = ۰ V

(۱) ̸=۰⇒ c۱ = ۰

اس��ت. درس��ت ب��ردار k − ۱ ب��رای ق��ض��ی��ه اس��ت��ق��را: ف��رض
اس��ت��ق��را: ح��ک��م

(۱) c۱V
(۱) + c۲V

(۲) + · · ·+ ckV
(k) = ۰ ?⇒ ci = ۰, i = ۱, . . . , k

(۱)×A ⇒ c۱AV
(۱) + c۲AV

(۲) + · · ·+ ckAV
(k) = ۰

⇒ c۱r۱V
(۱) + c۲r۲V

(۲) + · · ·+ ckrkV
(k) = ۰ (۲)

(۱)× r۱ ⇒ c۱r۱V
(۱) + c۲r۱V

(۲) + · · ·+ ckr۱V
(k) = ۰ (۳)

(۲)− (۳) ⇒ c۲(r۲ − r۱)V
(۲) + · · ·+ ck(rk − r۱)V

(k) = ۰
اس��ت��ق��را ف��رض

⇒ ∀i ci(ri − r۱) = ۰
ri ̸=r۱⇒ ∀i, i = ۲, . . . , k, ci = ۰

(۲) ⇒ c۱r۱V
(۱) = ۰ r۱ ̸=۰⇒ c۱ = ۰

⇒ ∀i, i = ۱, ۲, . . . , k, ci = ۰

■



١۴۵ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

م��ات��ری��س ی��ک وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر چ��گ��ون��ه ک��ه �ی��م م��ی�ده� پ��اس��خ س��ؤال ای��ن ب��ه ح��ال
آوری��م؟ دس��ت ب��ه را

�ه ک� �م �ی� �ن� ک� �دا �ی� پ� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� را V و r �د �ای� ب� A �ژه وی� �ای �رداره� ب� و �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب�
.AV = rV

AV = rV ⇔ AV − rV = ۰ ⇔ (A− rI)V = ۰

A− rI �ری��س �ات� م� �د �ای� ب� پ��س �د. �اش� ب� (A− rI)V = ۰ �اه �گ� �ت� دس� �ر �ف� �اص� ن� �واب ج� �د �ای� ب� V �ن��ی �ع� ی�
.det(A− rI) = ۰ ی��ع��ن��ی ای��ن و (V = ۰ آن��گ��اه ب��اش��د، وارون�پ��ذی��ر گ��ر (ا ن��ب��اش��د وارون�پ��ذی��ر

.det(A− rI) = ۰ گ��ر ا ف��ق��ط و گ��ر ا اس��ت Aم��ات��ری��س وی��ژه م��ق��دار ،r م��ق��دار .١٣.۵ ن��ت��ی��ج��ه
م��ی�ن��ام��ی��م. Aم��ات��ری��س م��ش��خ��ص��ه چ��ن��دج��م��ل��ه�ای را det(A− rI)

�ی �ن� �ع� ی� �ه �ص� �خ� �ش� م� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �س �ری� �ات� م� �ک، ی� �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� .١۴.۵ ن��ت��ی��ج��ه
�ا �ه� آن� ازای �ه ب� �ه ک� �ری �ادی� �ق� م� �ی �ن� �ع� ی� آن �ای �ه�ه� �ش� ی� ر �م. �ی� �ی�ده� م� �ل �ی� �ک� �ش� ت� را det(A − rI)

ج��واب�ه��ای ،r وی��ژه م��ق��دار ه��ر ازای ب��ه ه��س��ت��ن��د. Aم��ات��ری��س وی��ژه م��ق��ادی��ر ،det(A− rI) = ۰
ه��س��ت��ن��د. r ن��ظ��ی��ر وی��ژه ب��ردار (A− rI)V = ۰ دس��ت��گ��اه

ب��ی��اب��ی��د. را A =

(
۱ −۲
۱ −۱

)
وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر .١۵.۵ م��ث��ال

ح��ل:

م��ی�ده��ی��م. ت��ش��ک��ی��ل را A− rI م��ات��ری��س اب��ت��دا .١

A− rI =

(
۱ −۲
۱ −۱

)
−

(
r ۰
۰ r

)
=

(
۱− r −۲
۱ −۱− r

)

م��ی�ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را det(A− rI) چ��ن��دج��م��ل��ه�ای .٢

det

(
۱− r −۲
۱ −۱− r

)
= (۱− r)(−۱− r) + ۲ = r۲ + ۱.

ه��س��ت��ن��د. A وی��ژه م��ق��ادی��ر ه��م��ان det(A− rI) ی��ش��ه�ه��ای ر .٣

det(A− rI) = r۲ + ۱ = ۰ ⇒ r۲ = −۱ ⇒ r۱ = i, r۲ = −i



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴۶

ه��س��ت��ن��د. A وی��ژه م��ق��ادی��ر r۱, r۲

م��ی�ک��ن��ی��م. ح��ل را (A− rI)V = ۰ دس��ت��گ��اه ،r ه��ر ازای ب��ه .۴

r۱ = i ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

(
۱− i −۲
۱ −۱− i

)(
v۱

v۲

)
=

(
۰
۰

)

اس��ت. ش��ده ض��رب (۱− i) در ک��ه اس��ت دوم م��ع��ادل��ه ه��م��ان اول م��ع��ادل��ه

⇒

{
(۱− i)v۱ − ۲v۲ = ۰
v۱ + (−۱− i)v۲ = ۰

⇒ v۱ = (۱+ i)v۲

⇒ V (۱) =

(
(۱+ i)v۲

v۲

)
= v۲

(
۱+ i

۱

)

.v۲ = ۱ م��ی�ده��ی��م ق��رار اس��ت. دل��خ��واه v۲

⇒ V (۱) =

(
۱+ i

۱

)

A وی��ژه ب��ردار �ز �ی� ن� V از �ت��ی �اب� ث� �ری��ب ض� ه��ر ب��اش��د، Aات��ری��س� م� �ژه وی� ب��ردار V گ��ر ا .١۶.۵ ن��ک��ت��ه
اس��ت.

AV = rV ⇒ ∀ k, AkV = kAV = krV = rkV

r۲ = −i ⇒

{
(۱+ i)v۱ − ۲v۲ = ۰
v۱ + (−۱+ i)v۲ = ۰

⇒ v۱ = (۱− i)v۲

اس��ت. ش��ده ض��رب (۱+ i) در ک��ه اس��ت دوم م��ع��ادل��ه ه��م��ان اول م��ع��ادل��ه

V (۲) =

(
v۲(۱− i)

v۲

)
=

(
۱− i

۱

)
v۲



١۴٧ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

دل��خ��واه v۲ = ۱

⇒ V (۲) =

(
۱− i

۱

)
▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر م��ات��ری��س وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر .١٧.۵ م��ث��ال

A =

۰ ۱ −۱
۱ ۰ ۰
۰ ۰ ۱


را det(A− rI) = ۰ پ��س �ن��د. �ت� ه��س� A م��ش��خ��ص��ه �ه�ای �ل� �م� �ن��دج� چ� �ه�ه��ای ی��ش� ر �ژه وی� �ادی��ر �ق� م� ح��ل:

م��ی�ک��ن��ی��م. ح��ل

det(A− rI) =

∣∣∣∣∣∣∣
−r ۱ −۱
۱ −r ۰
۰ ۰ ۱− r

∣∣∣∣∣∣∣
م��ی�ده��ی��م ب��س��ط آخ��ر س��ط��ر ح��س��ب ب��ر

det(A− rI) = (۱− r)

∣∣∣∣∣−r ۱
۱ −r

∣∣∣∣∣ = (۱− r)(r۲ − ۱) = ۰

⇒
دو ت��ک��رار ب��ا
r۱ = ۱ , r۲ = −۱

r۱ = ۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

−۱ ۱ −۱
۱ −۱ ۰
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒

{
−v۱ + v۲ − v۳ = ۰ ⇒ v۳ = ۰
v۱ − v۲ = ۰ ⇒ v۱ = v۲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۴٨

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۱) =

۱
۱
۰



r۲ = −۱ ⇒ (A− r۲I)V
(۲) =

۱ ۱ −۱
۱ ۱ ۰
۰ ۰ ۲


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒


v۱ + v۲ − v۳ = ۰
v۱ + v۲ = ۰ ⇒ v۱ = −v۲
۲v۳ = ۰ ⇒ v۳ = ۰

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۲) =

 ۱
−۱
۰


▲

ی��د. آور دس��ت ب��ه را زی��ر م��ات��ری��س�ه��ای وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر .١٨.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) A =

(
۲ ۱
۰ ۱

)

(ب) A =

(
۱ ۴
−۱ ۱

)

(ج) A =

۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱





١۴٩ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ۶.۵

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه ث��اب��ت ض��رای��ب ب��ا خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه دس��ت��گ��اه ی��ک
dx۱
dt = a۱۱x۱(t) + a۱۲x۲(t) + · · ·+ a۱nxn(t) + g۱(t)
...
dxn
dt = an۱x۱(t) + an۲x۲(t) + · · ·+ annxn(t) + gn(t)

ه��س��ت��ن��د. م��ج��ه��ول ت��اب��ع n xiه��ا و م��ع��ی��ن پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع giه��ا و ث��اب��ت اع��داد aijه��ا آن در ک��ه
�ز �ی� ن� �ی �س� �ری� �ات� م� �رم، ف� �ه ب� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� را �الا ب� �ل �ک� ش� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� �ک ی�

ب��ده��ی��م. ن��م��ای��ش

X =


x۱(t)

x۲(t)
...

xn(t)

 , X
′
=
dX

dt
=


dx۱
dt
dx۲
dt
...

dxn
dt



A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲ . . . a۲n
...
an۱ an۲ . . . ann

 , g(t) =


g۱(t)

g۲(t)
...

gn(t)



X
′
= AX + g(t)

�ن ای� �ر �ی� غ� در و �ن �گ� �م� ه� را �اه �گ� �ت� دس� �اه �گ� آن� ،g(t) = ۰ �ر گ� ا X ′
= AX + g(t) �اه �گ� �ت� دس� در

م��ی�ن��ام��ی��م. غ��ی��ره��م��گ��ن را دس��ت��گ��اه ص��ورت
�ی �ارت� �ب� ع� �ه ب� ،x۱(t۰) = x۰۱, . . . , xn(t۰) = x۰n �ی �اه� �گ� �ت� دس� �ن �ی� �ن� چ� اول �رط ش�

اس��ت. X(t۰) =


x۰۱
...
x۰n





دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۵٠

اس��ت. ه��م��گ��ن خ��ط��ی دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه دس��ت��گ��اه ای��ن .١٩.۵ م��ث��ال

dx۱
dt = ۲x۱ + x۳ x۱(۰) = ۱
dx۲
dt = x۲ − x۳ x۲(۰) = −۱
dx۳
dt = x۱ + x۲ + ۲x۳ x۳(۰) = ۱

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه آن م��ات��ری��س��ی ف��رم و

X
′
=

۲ ۰ ۱
۰ ۱ −۱
۱ ۱ ۲

X, X(۰) =

 ۱
−۱
۱


▲

وی��ژه م��ق��ادی��ر از اس��ت��ف��اده ب��ا دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ح��ل ٧.۵

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را X ′
= AX ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه

اس��ت. م��ع��ادل��ه از ج��واب��ی ،X ′
= AX م��ع��ادل��ه ج��واب�ه��ای از خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ه��ر .٢٠.۵ ق��ض��ی��ه

X
′
= AX �اه �گ� �ت� ازدس� �ی �ای� �واب�ه� ج� X(۱)(t), X(۲)(t), . . . , X(n)(t) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� اث��ب��ات.

�ر �ظ� ن� در را X(t) = c۱X
(۱)(t) + c۲X

(۲)(t) + · · ·+ cnX
(n)(t) �ی �ط� خ� �ب �ی� �رک� ت� �د. �ن� �اش� ب�

اس��ت. دس��ت��گ��اه ج��واب ن��ی��ز X(t) م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان و م��ی�گ��ی��ری��م

dX(t)
dt = c۱

dX(۱)(t)
dt + · · ·+ cn

dX(n)(t)
dt

= c۱AX
(۱)(t) + · · ·+ cnAX

(n)(t)

= A(c۱X
(۱)(t) + · · ·+ cnX

(n)(t))

= AX(t).

■

�اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� n ،X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ر گ� ا .٢١.۵ ق��ض��ی��ه
�ب �ی� �رک� ت� �ل �ک� ش� �ه ب� �وان �ی�ت� م� را �اه �گ� �ت� دس� �واب ج� �ر ه� �اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� X ′

= AX



١۵١ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

�ورت ص� �ه ب� �اه �گ� �ت� دس� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �ی �ن� �ع� ی� �ت. �وش� ن� X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ی �ط� خ�
اس��ت. c۱X(۱) + c۲X

(۲) + · · ·+ cnX
(n)

�رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� n �ت اس� �ی �اف� ک� X ′
= AX �اه �گ� �ت� دس� �ل ح� �رای ب� .٢٢.۵ ن��ت��ی��ج��ه
اس��ت). Aم��ات��ری��س م��رت��ب��ه n) ب��ی��اب��ی��م. دس��ت��گ��اه

�ع��ی س� ای��ن از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� اس��ت. x(t) = eat �اب��ع ت� ،x′
= ax �ادل��ه �ع� م� ج��واب ک��ه �م �ی� م��ی�دان�

�ار ک� �ن ای� �رای ب� �م. �ی� �اب� �ی� ب� X(t) = ertV �ل �ک� ش� �ه ب� �ی �واب� ج� X ′
= AX �اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �م �ی� �ن� �ی�ک� م�

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را V و r و م��ی�ک��ن��ی��م ج��ای�گ��ذاری دس��ت��گ��اه در را X(t)

X(t) = ertV ⇒ dx
dt =

d
dte

rtV = rertV

X
′
(t) = AX(t) ⇒ rertV = AertV

⇒ AV = rV ⇒ اس��ت وی��ژه ب��ردار V و وی��ژه م��ق��ادی��ر r

X(t) = ertV �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� A �ری��س �ات� م� �ژه وی� �ردار ب� V و �ژه وی� �دار �ق� م� r �ر گ� ا .٢٣.۵ ن��ت��ی��ج��ه
اس��ت. X ′

= AX دس��ت��گ��اه ج��واب

ک��ن��ی��د. پ��ی��دا را X ′
=

۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱

X دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب .٢۴.۵ م��ث��ال

�دا �ی� پ� �اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� �ه س� اس��ت �ی �اف� ک� �ده ش� �ه �ت� �ف� گ� �ال��ب �ط� م� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب� ح��ل
ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را ض��رای��ب م��ات��ری��س وی��ژه ب��رداره��ای و وی��ژه م��ق��ادی��ر اس��ت ک��اف��ی ک��ار ای��ن ب��رای ک��ن��ی��م.

A =

۱ ۱ ۰
۱ ۰ ۱
۰ ۱ ۱



det(A− rI) =

∣∣∣∣∣∣∣
۱− r ۱ ۰
۱ −r ۱
۰ ۱ ۱− r

∣∣∣∣∣∣∣ = (۱− r)

∣∣∣∣∣−r ۱
۱ ۱− r

∣∣∣∣∣−
∣∣∣∣∣۱ ۱
۰ ۱− r

∣∣∣∣∣



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۵٢

det(A− rI) = (۱− r)(−r(۱− r)− ۱)− (۱− r)

= (۱− r)(−r + r۲ − ۱− ۱)
= (۱− r)(r۲ − r − ۲)
= (۱− r)(r − ۲)(r + ۱) = ۰
⇒ r۱ = ۱, r۲ = ۲, r۳ = −۱

r۱ = ۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

۰ ۱ ۰
۱ −۱ ۱
۰ ۱ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒


v۲ = ۰
v۱ − v۲ + v۳ = ۰ ⇒ v۱ = −v۳
v۲ = ۰

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۱) =

 ۱
۰
−۱


⇒ X(۱) = er۱tV (۱) = et

 ۱
۰
−۱



r۲ = ۲ ⇒ (A− r۲I)V
(۲) =

−۱ ۱ ۰
۱ −۲ ۱
۰ ۱ −۱


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒


−v۱ + v۲ = ۰ ⇒ v۱ = v۲

v۱ − ۲v۲ + v۳ = ۰
v۲ − v۳ = ۰ ⇒ v۲ = v۳



١۵٣ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۲) =

۱
۱
۱


⇒ X(۲) = er۲tV (۲) = e۲t

۱
۱
۱



r۳ = −۱ ⇒ (A− r۳I)V
(۳) =

۲ ۱ ۰
۱ ۱ ۱
۰ ۱ ۲


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒


۲v۱ + v۲ = ۰ ⇒ v۲ = −۲v۱
v۱ + v۲ + v۳ = ۰
v۲ + ۲v۳ = ۰ ⇒ v۲ = −۲v۳

⇒ v۱ = v۳

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۳) =

 ۱
−۲
۱


⇒ X(۳) = er۳tV (۳) = e−t

 ۱
−۲
۱


ع��م��وم��ی ج��واب

X(t) = c۱e
t

 ۱
۰
−۱

+ c۲e
۲t

۱
۱
۱

+ c۳e
−t

 ۱
−۲
۱


x(t) =

x۱(t)x۲(t)

x۳(t)

 =

 c۱e
t + c۲e

۲t + c۳e
−t

c۲e
۲t − ۲c۳e−t

−c۱et + c۲e
۲t + c۳e

−t
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▲

ب��ی��اب��ی��د. را زی��ر دس��ت��گ��اه�ه��ای ع��م��وم��ی ج��واب .٢۵.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) X ′
=

(
۱ ۱۲
۳ ۱

)
X, X(۰) =

(
۲
۰

)

(ب) X
′
=

۱ ۱ −۱
۰ ۲ ۰
۰ ۰ −۱

X

(ج) X
′
=

(
−۲ ۳
−۱ ۲

)
X

�ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� X ′
= AX �ن �گ� �م� ه� �ادلات �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� �ل ح� �رای ب� �ا: �ج� �ن� ای� �ا ت�

ق��رار �ا ب� �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای �م. �ی� �اب� �ی� ب� (Aات��ری��س� م� �ه �ب� �رت� م� n) خ��ط��ی �ق��ل �ت� م��س� ج��واب n اس��ت �اف��ی ک�
(A− rI)V = ۰ دس��ت��گ��اه ح��ل ب��ا ،r ه��ر ازای ب��ه و A وی��ژه م��ق��ادی��ر ،det(A− rI) = ۰ دادن
�ع �اب� ت� ،r �ر �ی� �ظ� ن� V �ژه وی� �ردار ب� و r �ژه وی� �دار �ق� م� �ر ه� ازای �ه ب� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� را r �ر �ی� �ظ� ن� �ژه وی� �ردار ب�
�د �ن� �وان� �ی�ت� م� ،A �ری��س �ات� م� �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ت. اس� �ادلات �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� از �واب ج� �ک ی� X = ertV

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی ادام��ه در ک��ه ب��اش��ن��د داش��ت��ه م��خ��ت��ل��ف ح��ال��ت�ه��ای
�ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ن��ی �ع� ی� �د، �اش� ب� �ز �ای� �م� �ت� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ژه وی� �دار �ق� م� n دارای A �ری��س �ات� م� �ر گ� ا اول: �ال��ت ح�
ی��ک وی��ژه م��ق��دار ه��ر ازای ب��ه آن��گ��اه ب��اش��د. داش��ت��ه م��ت��م��ای��ز ح��ق��ی��ق��ی ری��ش��ه n ،det(A− rI) = ۰

داش��ت. خ��واه��ی��م خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب n ن��ت��ی��ج��ه در و ج��واب

ک��ن��ی��د. ح��ل را X ′
=

(
۱ ۴
−۱ ۱

)
X دس��ت��گ��اه .٢۶.۵ م��ث��ال

ح��ل:

A =

(
۱ ۴
−۱ ۱

)
, A− rI =

(
۱− r ۴
−۱ ۱− r

)
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det(A− rI) =

∣∣∣∣∣۱− r ۴
−۱ ۱− r

∣∣∣∣∣ = (۱− r)۲ + ۴ = r۲ − ۲r + ۵ = ۰

r = ۱
+
−

√
۱− ۵ = ۱

+
− ۲i وی��ژه م��ق��ادی��ر

r۱ = ۱+ ۲i ⇒ (A− r۱I) =

(
−۲i ۴
−۱ −۲i

)(
v۱

v۲

)
=

(
۰
۰

)

⇒

{
−۲iv۱ + ۴v۲ = ۰
−v۱ − ۲iv۲ = ۰

⇒ v۱ = −۲iv۲

دل��خ��واه v۲ = ۱

⇒ V =

(
−۲i
۱

)

⇒ X = ertV = e(۱+۲i)t

(
−۲i
۱

)

ه��س��ت��ی��م. خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو دن��ب��ال ب��ه م��ا ام��ا اس��ت م��خ��ت��ل��ط آم��ده دس��ت ب��ه ج��واب
▲

ب��اش��د، X ′
= AX دس��ت��گ��اه از م��خ��ت��ل��ط��ی ج��واب X(t) = Y (t) + iZ(t) گ��ر ا .٢٧.۵ ق��ض��ی��ه

ه��س��ت��ن��د. دس��ت��گ��اه ح��ق��ی��ق��ی ج��واب�ه��ای Z(t) و Y (t) آن��گ��اه

اث��ب��ات.

اس��ت ج��واب X(t) ⇒ (X(t))
′
= A(X(t))

⇒ (Y (t) + iZ(t))
′
= A(Y (t) + iZ(t))

⇒ Y
′
(t) + iZ

′
(t) = AY (t) + iAZ(t)

⇒ Y
′
(t) = AY (t), Z

′
(t) = AZ(t)

■

�ق��ل �ت� �س� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �واب ج� دو ،X ′
= AX �اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� �واب ج� �ر ه� از .٢٨.۵ ن��ت��ی��ج��ه

م��ی�آی��د. دس��ت ب��ه خ��ط��ی

آوری��م؟ دس��ت ب��ه چ��گ��ون��ه را ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو ای��ن ب��ب��ی��ن��ی��م ح��ال
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اس��ت. X(t) = e(α+iβ)t(V (۱) + iV (۲)) ص��ورت ب��ه م��خ��ت��ل��ط ج��واب ک��ن��ی��د ف��رض

X(t) = eαt(cosβt+ i sinβt)(V (۱) + iV (۲))

= eαt
[
(V (۱) cosβt− V (۲) sinβt) + i(V (۲) cosβt+ V (۱) sinβt)

]
⇒ Y (t) = eαt(V (۱) cosβt− V (۲) sinβt)

⇒ Z(t) = eαt(V (۲) cosβt+ V (۱) sinβt)

ه��س��ت��ن��د. دس��ت��گ��اه ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو
و �د �اش� ب� r = α + iβ �ط �ل� �ت� �خ� م� �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� دارای A �س �ری� �ات� م� �ر گ� ا دوم: �ت �ال� ح�
دو م��ی�ت��وان X(t) = ertV م��خ��ت��ل��ط ج��واب از ب��اش��د. r ن��ظ��ی��ر وی��ژه ب��ردار V = V (۱) + iV (۲)

ی��م. آور دس��ت ب��ه ح��ق��ی��ق��ی ج��واب

X(t) = eα+iβ(V (۱) + iV (۲))

= eαt(cosβt+ i sinβt)(V (۱) + iV (۲))

= eαt
[
V (۱) cosβt− V (۲) sinβt

]
+ ieαt

[
V (۲) cosβt+ V (۱) sinβt

]
⇒ Y (t) = eαt

[
V (۱) cosβt− V (۲) sinβt

]
⇒ Z(t) = eαt

[
V (۲) cosβt+ V (۱) sinβt

]
م��س��ت��ق��ل ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو Z(t) و Y (t)

�ت �م� �س� ق� �ت اس� �ی �اف� ک� �ت. اس� �اه �گ� �ت� دس� �ط �ل� �ت� �خ� م� �واب ج� X(t) = e(۱+۲i)t

(
−۲i
۱

)
�ه ک� �م �دی� دی�

ک��ن��ی��م. پ��ی��دا را X(t) م��وه��وم��ی ق��س��م��ت و ح��ق��ی��ق��ی

X(t) = et(cos ۲t+ i sin ۲t)
[(

۰
۱

)
+ i

(
−۲
۰

)]

X(t) = et

[
cos ۲t

(
۰
۱

)
− sin ۲t

(
−۲
۰

)]
+ et

[
cos ۲t

(
−۲
۰

)
+ sin ۲t

(
۰
۱

)]
i

X(t) = et

[(
۰

cos ۲t

)
−

(
۲ sin ۲t

۰

)]
+ et

[(
−۲ cos ۲t

۰

)
+

(
۰

sin ۲t

)]
i

X(t) = et

(
۲ sin ۲t
cos ۲t

)
+ et

(
−۲ cos ۲t
sin ۲t

)
i

⇒ Y (t) = et

(
۲ sin ۲t
cos ۲t

)
, Z(t) = et

(
−۲ cos ۲t
sin ۲t

)
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م��س��ت��ق��ل ح��ق��ی��ق��ی ج��واب دو Z(t) و Y (t)

دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب ن��ت��ی��ج��ه در

X(t) = c۱e
t

(
۲ sin ۲t
cos ۲t

)
+ c۲e

t

(
−۲ cos ۲t
sin ۲t

)

X(t) =

(
۲c۱et sin ۲t− ۲c۲et cos ۲t
c۱e

t cos ۲t+ c۲e
t sin ۲t

)
.

ک��ن��ی��د. ح��ل را X ′
=

 ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۴ −۴ ۱

X دس��ت��گ��اه .٢٩.۵ م��ث��ال

ح��ل:

A =

 ۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۴ −۴ ۱

 , A− rI =

−r ۱ ۰
۰ −r ۱
۴ −۴ ۱− r



det(A− rI) = −r

∣∣∣∣∣−r ۱
−۴ ۱− r

∣∣∣∣∣− ۱
∣∣∣∣∣ ۰ ۱
۴ ۱− r

∣∣∣∣∣+ ۰
∣∣∣∣∣ ۰ −r
۴ −۴

∣∣∣∣∣
= −r(−r(۱− r) + ۴)− (−۴)
= −r۳ + r۲ − ۴r + ۴
= −(r − ۱)(r۲ + ۴) = ۰

اس��ت. ی��ش��ه ر r = ۱

⇒ r۱ = ۱, r۲ = −۴ ⇒ r۱ = ۱, r۲ = ۲i, r۳ = −۲i

r۱ = ۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

−۱ ۱ ۰
۰ −۱ ۱
۴ −۴ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒


−v۱ + v۲ = ۰ ⇒ v۱ = v۲

−v۲ + v۳ = ۰ ⇒ v۲ = v۳

۴v۱ − ۴v۲ = ۰
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دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۱) =

۱
۱
۱

⇒ X(۱) = er۱tV (۱) = et

۱
۱
۱



r۲ = ۲i ⇒ (A− r۲I)V
(۲) =

−۲i ۱ ۰
۰ −۲i ۱
۴ −۴ ۱− ۲i


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒


−۲iv۱ + v۲ = ۰ ⇒ v۲ = ۲iv۱
−۲iv۲ + v۳ = ۰ ⇒ v۳ = ۲iv۲
۴v۱ − ۴v۲ + (۱− ۲i)v۳ = ۰

⇒ v۳ = −۴v۱

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۲) =

 ۱
۲i
−۴


⇒ X(۲) = er۲tV (۲) = e۲it

 ۱
۲i
−۴

 م��خ��ت��ل��ط ج��واب
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X(۲)(t) = (cos ۲t+ i sin ۲t)


 ۱

۰
−۴

+ i

۰
۲
۰




X(۲)(t) =

cos ۲t
 ۱

۰
−۴

− sin ۲t

۰
۲
۰


+

cos ۲t
۰
۲
۰

+ sin ۲t

 ۱
۰
−۴


 i

X(۲)(t) =

 cos ۲t
۲ sin ۲t

−۴ cos ۲t

+ i

 sin ۲t
۲ cos ۲t
−۴ sin ۲t


⇒ Y (t) =

 cos ۲t
۲ sin ۲t

−۴ cos ۲t

 , Z(t) =

 sin ۲t
۲ cos ۲t
−۴ sin ۲t


دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب

X(t) = c۱

e
t

et

et

+ c۲

 cos ۲t
۲ sin ۲t

−۴ cos ۲t

+ c۳

 sin ۲t
۲ cos ۲t
−۴ sin ۲t



X(t) =

 c۱e
t + c۲ cos ۲t+ c۳ sin ۲t

c۱e
t + ۲c۲ sin ۲t+ ۲c۳ cos ۲t

c۱e
t − ۴c۲ cos ۲t− ۴c۳ sin ۲t


▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دس��ت��گ��اه�ه��ای .٣٠.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) X ′
=

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱ −۱ ۱

X

(ب) X
′
=

 ۱ ۰ ۰
۲ ۱ −۲
۳ ۲ ۱

X
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در A �س �ری� �ات� م� �ر گ� ا �ه ک� �م �دی� دی� �د. �اش� ب� �راری �ک� ت� �ژه وی� �دار �ق� م� دارای A �ر گ� ا �وم: س� �ت �ال� ح�
�رم ف� �ه ب� �واب ج� n �م �ی� �وان� �ی�ت� �م� ن� �اً �زوم� ل� �د، �اش� ب� �راری �ک� ت� �ژه وی� �دار �ق� م� دارای X ′

= AX �اه �گ� �ت� دس�
ب��ی��اب��ی��م. وی��ژه) ب��ردار V و وی��ژه م��ق��دار r) ertV

�رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� �واه �خ� دل� �داد �ع� ت� �ر ه� �ه ب� �م �ی� �وان� �ت� ب� �ه ک� �م �ی� �ت� �س� ه� �ی روش� �ال �ب� دن� �ه ب� �ه ادام� در
ب��ی��اب��ی��م. X ′

= AX دس��ت��گ��اه

م��ات��ری��س��ی: ن��م��ای��ی ت��اب��ع ٨.۵

و م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش eAt ب��ا را م��ات��ری��س��ی ن��م��ای��ی ت��اب��ع A ،n× nم��ات��ری��س ب��رای، .٣١.۵ ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف زی��ر ص��ورت ب��ه

eAt := I + tA+
t۲

۲!A
۲ + · · ·+ tn

n!
An + · · · =

∞∑
n=۰

tn

n!
An

▲ ex = ۱+ x+ x۲

۲! + · · ·+ xn

n! + · · · =
∑∞

n=۰
xn

n! ی��ادآوری:

:eAt م��ش��ت��ق

d
dte

At = A+ tA۲ + · · ·+ tn−۱

(n−۱)!A
n + · · ·

= A(I + tA+ · · ·+ tn−۱

(n−۱)!A
n−۱ + · · · )

= AeAt

اس��ت. X ′
= AX دس��ت��گ��اه از ج��واب��ی eAtV ب��ردار ،V ث��اب��ت ب��ردار ه��ر ب��رای .٣٢.۵ ن��ت��ی��ج��ه

∀ V, d

dt
(eAtV ) = AeAtV = A(eAtV )

X
′
= AX �اه �گ� �ت� دس� از ج��واب لازم �داد �ع� ت� �ر ه� �ه ب� �اس��ب، �ن� م� �ای Vه� �خ��اب �ت� ان� �ا ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� پ��س

ی��م. آور دس��ت ب��ه eAtV ف��رم ب��ه

م��ی�ش��وی��م. آش��ن��ا آن��ه��ا م��ح��اس��ب��ات و eAtV ت��واب��ع ش��ک��ل ب��ا ب��ی��ش��ت��ر ک��م��ی ادام��ه در
:eAt ت��اب��ع خ��واص

eA(t+s) = eAt · eAs .١
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(eA(t))−۱ = e−At .٢

eAt+Bt = eAt · eBt ⇔ AB = BA .٣

e(rI)t = ertI .۴

(۴) دل��ی��ل

e(rI)t =

∞∑
n=۰

tn

n!
(rI)n =

∞∑
n=۰

(rt)n

n!
In = ertI

X
′
= AX دس��ت��گ��اه ب��رای خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ج��واب لازم ت��ع��داد ه��ر ب��ه چ��گ��ون��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ح��ال

آوری��م. دس��ت ب��ه eAt ت��اب��ع از اس��ت��ف��اده ب��ا
ح��ق��ی��ق��ی ع��دد ه��ر ب��رای اس��ت. دس��ت��گ��اه ج��واب eAtV ،V دل��خ��واه ث��اب��ت ب��ردار ه��ر ب��رای ک��ه دی��دی��م

م��ی�گ��ی��ری��م. ن��ظ��ر در را زی��ر رواب��ط r ∈ R

eAtV = e(A−rI)t+rItV
۳ خ��اص��ی��ت

= e(A−rI)terItV

۴ خ��اص��ی��ت
⇒ eAtV = erte(A−rI)tV (١.۵)

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی ب��ی��ش��ت��ر را e(A−rI)tV ب��ردار ح��ال

e(A−rI)tV =

[
I + t(A− rI) + · · ·+ tm

m!
(A− rI)m + · · ·

]
V

ی��م: دار آن��گ��اه ،(A− rI)mV = ۰ ک��ه ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب گ��ون��ه�ای ب��ه را V گ��ر ا

e(A−rI)tV =

[
I + t(A− rI) + · · ·+ tm−۱

(m− ۱)! (A− rI)m−۱
]
V

ب��ود. خ��واه��د زی��ر ف��رم ب��ه eAtV ج��واب V ای��ن ازای ب��ه ن��ت��ی��ج��ه در

⇒ eAtV = ert

[
V + t(A− rI)V + · · ·+ t(m−۱)

(m− ۱)! (A− rI)(m−۱)V

]

�اه �گ� آن� ،(A − rI)V = ۰ �ی �ن� �ع� ی� �د، �اش� ب� �ژه وی� �دار �ق� م� r و �ژه وی� �ردار ب� �ک ی� V �ر گ� ا .١
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م��ی�آی��ن��د. دس��ت ب��ه روش ای��ن از ه��م ق��ب��ل��ی ج��واب�ه��ای ک��ه م��ی�ب��ی��ن��ی��م .eAtV = ertV

خ��ط��ی �ت��ق��ل م��س� ج��واب�ه��ای ت��ع��داد و ب��اش��د k ت��ک��رار ب��ا �ث��لا م� و ت��ک��راری وی��ژه م��ق��دار r گ��ر ا .٢
�ای Vه� �ا ب� را �ار ک� �ن ای� �م. ی� دار �ری �ت� �ش� �ی� ب� �ای �واب�ه� ج� �ه ب� �از �ی� ن� �اه �گ� آن� �د، �اش� ب� �ا ت� n از �ر �ت� �م� ک�

م��ی�ده��ی��م. ان��ج��ام م��ن��اس��ب
ک��ه ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب گ��ون��ه�ای ب��ه را V گ��ر ا

(A− rI)۲V = ۰, (A− rI)V ̸= ۰

داش��ت: خ��واه��ی��م eAtV ف��رم��ول از آن��گ��اه

eAtV = ert [V + t(A− rI)V ]

�ه �ت� داش� �از �ی� ن� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� �ه ب� �وز �ن� ه� �ر گ� ا �ت. اس� �اه �گ� �ت� دس� از �ر �گ� دی� �واب ج� �ک ی� �ن ای� و
ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م ان��ت��خ��اب گ��ون��ه�ای ب��ه را V ب��اش��ی��م،

(A− rI)۳V = ۰, (A− rI)۲V ̸= ۰

ب��ود. خ��واه��د زی��ر ص��ورت ب��ه eAtV ف��رم��ول از دی��گ��ر ج��واب ن��ت��ی��ج��ه در

eAtV = ert
[
V + t(A− rI)V +

t۲

۲! (A− rI)۲V

]

ح��ل:

A =

۱ ۱ ۱
۰ ۱ −۱
۰ ۰ ۱

⇒ X ′ = AX, A− rI =

۱− r ۱ ۱
۰ ۱− r −۱
۰ ۰ ۱− r


م��ی�ده��ی��م ب��س��ط اول س��ت��ون ح��س��ب ب��ر

det(A− rI) = (۱− r)

∣∣∣∣∣۱− r −۱
۰ ۱− r

∣∣∣∣∣ = det(A− rI) = (۱− r)۳ = ۰ ⇒ r = ۱



١۶٣ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

س��ه ت��ک��رار ب��ا وی��ژه م��ق��دار

r۱ = ۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒

{
v۲ + v۳ = ۰
−v۳ = ۰ ⇒ v۲ = ۰

دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۱) =

۱
۰
۰


⇒ X(۱) = et

۱
۰
۰

 .

�ل ح� را (A − rI)۲V = ۰ �اه �گ� �ت� دس� �دا �ت� اب� �م. ی� دار �ر �گ� دی� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� دو �ه ب� �از �ی� ن�
م��ی�ک��ن��ی��م.

(A− rI)۲ =

۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰

⇒ v۳ = ۰, ,v۱دل��خ��واه v۲



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۶۴

v۲ = ۱, v۱ = ۰ دل��خ��واه .(A− rI)V (۲) ̸= ۰ ب��ای��د ب��اش��د، م��س��ت��ق��ل V (۱) ب��ا ک��ه ای��ن ب��رای

⇒ V (۲) =

۰
۱
۰


x(۲) = eAtV (۲) = et


۰
۱
۰

+ t

۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


۰
۱
۰




x(۲) = et


۰
۱
۰

+ t

۱
۰
۰


 = et

t۱
۰


ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م پ��ی��دا گ��ون��ه�ای ب��ه را V (۳) پ��س ی��م. دار دی��گ��ر ج��واب ی��ک ب��ه ن��ی��از

(A− rI)۳V (۳) = ۰, (A− I)۲V (۳) ̸= ۰

(A− I)۳V (۳) =

۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰


⇒

۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰

⇒ v۱, v۲, v۳ دل��خ��واه

v۱ = v۲ = v۳م��ی�ده��ی��م ق��رار

⇒ V (۳) =

۱
۱
۱


x(۳) = et


۱
۱
۱

+ t

۰ ۱ ۱
۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰


۱
۱
۱

+ t۲

۲!

۰ ۰ −۱
۰ ۰ ۰
۰ ۰ ۰


۱
۱
۱






١۶۵ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

X(۳)(t) = et

۱+ ۲t+ t۲

۲!
۰
۰


X(t) = c۱X

(۱) + c۲X
(۲) + c۳X

(۳)

X(t) = c۱e
t

۱
۰
۰

+ c۲e
t

t۱
۰

+ c۳e
t

۱+ ۲t+ t۲

۲!
۰
۰


X(t) =

c۱e
t + c۲te

t + c۳e
t(۱+ ۲t+ t۲

۲! )

c۲e
t

۰



.٣٣.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) X ′
=

۱ ۲ −۳
۱ ۱ ۲
۱ −۱ ۴

X

(ب) X
′
=

۱ ۰ ۰
۰ ۲ −۳
۰ ۱ −۲

X

غ��ی��ره��م��گ��ن م��ع��ادل��ه دس��ت��گ��اه ٩.۵

n) X ′
= AX �ادلات �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� n �ه �ون� �گ� چ� �ه ک� �م �دی� دی� �ا �ج� �ن� ای� �ا ت�

ی��م. آور دس��ت ب��ه اس��ت) A م��رت��ب��ه

�اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� n ،X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ر گ� ا .٣۴.۵ ت��ع��ری��ف
ک��ه n× nری��س� �ات� م� از �ارت��س��ت �ب� ع� �اه �گ� �ت� دس� ج��واب اس��اس��ی �ری��س �ات� م� �اه آن��گ� �اش��د، ب� X ′

= AX

▲ .ψ = (X(۱) X(۲) . . . X(n)) ی��ع��ن��ی اس��ت. دس��ت��گ��اه ج��واب�ه��ای از ی��ک��ی آن س��ت��ون ه��ر

ص��ورت ب��ه دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب ک��ه دی��دی��م

X(t) = c۱X
(۱) + c۲X

(۲) + · · ·+ cnX
(n)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۶۶

.C =


c۱

c۲
...
cn

 ک��ه اس��ت، زی��ر ص��ورت ب��ه دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب دی��گ��ر ب��ی��ان ب��ه اس��ت.

X(t) = ψ(t)C

ی��ک Xp(t) �ر گ� ا �م. �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را X
′
= AX + g(t) �گ��ن �م� �ره� �ی� غ� �ه �ادل� �ع� م� �اه �گ� �ت� دس� �ال ح�

داری��م: دس��ت��گ��اه ای��ن از X(t) دل��خ��واه ج��واب ه��ر ب��رای آن��گ��اه ب��اش��د، دس��ت��گ��اه ای��ن از خ��اص ج��واب

(X −Xp)
′
(t) = X

′
(t)−X

′
p(t) = AX(t) + g(t)−AXp(t)− g(t)

⇒ (X −Xp)
′
(t) = A(X −Xp)(t).

از �ی �واب� ج� ،X ′
= AX + g(t) �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �اه �گ� �ت� دس� �واب ج� دو �ر ه� �ل �اض� �ف� ت� .٣۵.۵ ن��ت��ی��ج��ه

اس��ت. X ′
= AX ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه

�وع �م� �ج� م� �ورت ص� �ه ب� X ′
= AX + g(t) �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �اه �گ� �ت� دس� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� .٣۶.۵ ن��ت��ی��ج��ه

�ه ب� �ت اس� �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �اه �گ� �ت� دس� از �اص خ� �واب ج� ی��ک �ه �اف� اض� �ه ب� �ن �گ� �م� ه� �اه �گ� �ت� دس� �ی �وم� �م� ع� �واب ج�
دی��گ��ر ع��ب��ارت

X(t) = c۱X
(۱) + c۲X

(۲) + · · ·+ cnX
(n) +Xp

و X ′
= AX �ن �گ� �م� ه� �اه �گ� �ت� دس� از �ی �ط� خ� �ل �ق� �ت� �س� م� �واب ج� n ،X(۱), X(۲), . . . , X(n) �ه ک�

اس��ت. X ′
= AX + g(t) غ��ی��ره��م��گ��ن دس��ت��گ��اه از خ��اص ج��واب ی��ک Xp(t)

ج��واب ی��ک �ی��م �ت��وان� ب� اس��ت ک��اف��ی �ی��ره��م��گ��ن، غ� �ت��گ��اه دس� ع��م��وم��ی ج��واب �ت��ن ی��اف� ب��رای �ن��اب��راب��ن ب�
ب��ی��اب��ی��م. X ′

= AX + g(t) دس��ت��گ��اه از خ��اص

پ��ارام��ت��ر ت��غ��ی��ی��ر روش ١٠.۵

م��ی�ده��ی��م ق��رار روش ای��ن در

Xp(t) = U۱(t)X
(۱)(t) + · · ·+ Un(t)X

(n)(t)



١۶٧ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

�ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �دا �ی� پ� �ه�ای �ون� گ� �ه ب� را Ui(t) و �د �ن� �ت� �س� ه� X
′
= AX �اه �گ� �ت� دس� �ای �واب�ه� ج� �ا X(i)ه� �ه ک�

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ک��ن��د. ص��دق X
′
= AX + g(t) دس��ت��گ��اه در Xp(t)

Xp(t) = ψ(t)U(t)

�اه �گ� �ت� دس� در Xp �ه �ک� �ن� ای� �رای ب� �ت. اس� U(t) =


U۱

U۲
...
Un

 و �واب ج� �ی �اس� اس� �س �ری� �ات� م� ψ(t) �ه ک�

ب��ای��د ک��ن��د، ص��دق

X
′
p = AXp + g(t)

ب��ای��د پ��س

ψ
′
(t)U(t) + ψ(t)U

′
(t) = Aψ(t)U(t) + g(t)

ک��ه م��ی�دان��ی��م ام��ا

ψ
′
(t) =

(
X(۱)′ . . . X(n)

′)
= Aψ(t)

⇒ Aψ(t)U(t) + ψ(t)U
′
(t) = Aψ(t)U(t) + g(t)

⇒ ψ(t)U
′
(t) = g(t) (٢.۵)

�ه ب� U ′

۱ , . . . , U
′
n �ا ت� �م �ی� �ن� ک� �ل ح� را ٢.۵ �اه �گ� �ت� دس� �ت اس� �ی �اف� ک� U۱, . . . , Un �ن �ت� �اف� ی� �رای ب� �ی �ن� �ع� ی�

وارون�پ��ذی��ر ψ(t) ،detψ(t) ̸= ۰ آن��ج��ا از ی��م. آور دس��ت ب��ه را U۱, . . . , Un س��پ��س و آی��د دس��ت
ی��م دار پ��س اس��ت.

U
′
(t) = ψ−۱(t)g(t)

ب��ی��اب��ی��د. را X ′
=

(
−۲ ۳
−۱ ۲

)
X +

(
et

e−t

)
دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب .٣٧.۵ م��ث��ال



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١۶٨

م��ی�ک��ن��ی��م. ح��ل را X ′
=

(
−۲ ۳
−۱ ۲

)
X ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه اب��ت��دا ح��ل:

A =

(
−۲ ۳
−۱ ۲

)
⇒ A− rI =

∣∣∣∣∣−۲− r ۳
−۱ ۲− r

∣∣∣∣∣

det(A− rI) =

∣∣∣∣∣−۲− r ۳
−۱ ۲− r

∣∣∣∣∣ = (−۲− r)(۲− r) + ۳ = r۲ − ۱ = ۰

⇒ r۲ = ۱ ⇒ r۱ = ۱, r۲ = −۱

r۱ = ۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

(
−۳ ۳
−۱ ۱

)(
v۱

v۲

)
=

(
۰
۰

)

⇒

{
−۳v۱ + ۳v۲ = ۰
−v۱ + v۲ = ۰

⇒ v۱ = v۲ = ۱ دل��خ��واه

⇒ V (۱) =

(
۱
۱

)

X(۱) = et

(
۱
۱

)

r۲ = −۱ ⇒ (A− r۲I)V
(۲) =

(
−۱ ۳
−۱ ۳

)(
v۱

v۲

)
=

(
۰
۰

)

⇒

{
−v۱ + ۳v۲ = ۰
−v۱ + ۳v۲ = ۰

⇒ v۱ = ۳v۲ دل��خ��واه v۲ = ۱



١۶٩ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

⇒ V (۲) =

(
۳
۱

)

X(۲) = e−t

(
۳
۱

)

�واب ج� ی��ک �ت اس� �ی �اف� ک� �ت. اس� ψ(t) =
(
et ۳e−t

et e−t

)
�واب ج� �ی �اس� اس� �ری��س �ات� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در

�م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� �ر �ت� �ارام� پ� �ر �ی� �ی� �غ� ت� روش از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �م. �ی� �اب� �ی� ب� �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �اه �گ� �ت� دس� �رای ب� �اص خ�
ک��ه دی��دی��م و Xp = ψ(t)U(t)

(
et ۳e−t

et e−t

)(
U

′

۱
U

′

۲

)
=

(
et

e−t

)

⇒

{
etU

′

۱ + ۳e−tU ′

۲ = et

etU
′

۱ + e−tU
′

۲ = e−t

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه ک��رام��ر روش ب��ا را U ′

۲ و U
′

۱

U
′

۱ =

∣∣∣∣∣∣∣
et ۳e−t

e−t e−t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et ۳e−t

et e−t

∣∣∣∣∣∣∣
= ۱−۳e−۲t

۱−۳ = − ۱
۲ +

۳
۲ e

−۲t

⇒ U۱(t) =

∫
(− ۱

۲ +
۳
۲ e

−۲t)dt = − ۱
۲ t−

۳
۴e

−۲t



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٧٠

U
′

۲ =

∣∣∣∣∣∣∣
et et

et e−t

∣∣∣∣∣∣∣
۱−۳ = ۱−e۲t

−۲ = − ۱
۲ +

۱
۲e

۲t

⇒ U۲(t) =

∫
(− ۱

۲ +
۱
۲e

۲t)dt = − ۱
۲ t+

۱
۴e

۲t

ن��ت��ی��ج��ه در

Xp = ψ(t)U(t) =

(
et ۳e−t

et e−t

)(
− ۱

۲ t−
۳
۴e

−۲t

− ۱
۲ t+

۱
۴e

۲t

)

Xp =

(
− ۱

۲e
tt− ۳

۴e
−t − ۳

۲ te
−t + ۳

۴e
t

− ۱
۲e
tt− ۳

۴e
−t − ۱

۲ te
−t + ۱

۴e
t

)

Xp =

(
et(۳۴ − ۱

۲ t)− e−t(۳۴ − ۳
۲ t)

et( ۱۴ − ۱
۲ t)− e−t(۳۴ + ۱

۲ t)

)

X(t) = ψ(t)C + ψ(t)U

X(t) =

(
et ۳e−t

et e−t

)(
c۱

c۲

)
+

(
et(۳۴ − ۱

۲ t)− e−t(۳۴ − ۳
۲ t)

et( ۱۴ − ۱
۲ t)− e−t(۳۴ + ۱

۲ t)

)

X(t) =

(
c۱e

t + ۳c۲e−t + et(۳۴ − t
۲)− e−t(۳۴ − ۳t

۲ )

c۱e
t + c۲e

−t + et( ۱۴ − t
۲)− e−t(۳۴ + t

۲)

)
دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب

▲

غ��ی��ره��م��گ��ن دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب .٣٨.۵ ن��ت��ی��ج��ه

X(t) = ψ(t)C + ψ(t)U(t) = ψ(t)(C + U(t))

�ن �گ� �م� ه� �اه �گ� �ت� دس� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� ψ(t)C �ن �گ� �م� �ره� �ی� غ� �اه �گ� �ت� دس� �اص خ� �واب ج� ψ(t)U(t) �ه ک�



١٧١ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

اس��ت.

ک��ن��ی��د. ح��ل را X ′
=

۱ ۰ ۰
۰ ۲ −۳
۰ ۱ −۲

X +

 et

e−t

e۲t

 دس��ت��گ��اه .٣٩.۵ م��ث��ال

(ب)) م��ی�ک��ن��ی��م.(ت��م��ری��ن٣۴.۵ ح��ل را X ′
=

۱ ۰ ۰
۰ ۲ −۳
۰ ۱ −۲

X ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه اب��ت��دا ح��ل:

A =

۱ ۰ ۰
۰ ۲ −۳
۰ ۱ −۲

⇒ A− rI =

∣∣∣∣∣∣∣
۱− r ۰ ۰
۰ ۲− r −۳
۰ ۱ −۲− r

∣∣∣∣∣∣∣

det(A− rI) =

∣∣∣∣∣∣∣
۱− r ۰ ۰
۰ ۲− r −۳
۰ ۱ −۲− r

∣∣∣∣∣∣∣ = (۱− r)

∣∣∣∣∣۲− r −۳
۱ −۲− r

∣∣∣∣∣
det(A− rI) = (۱− r) [(۲− r)(−۲− r) + ۳] = (۱− r)(r۲ − ۱) = ۰
⇒ r = ۱, r۲ = ۱ ⇒ r۱ = −۱, r۲ = ۱ دو ت��ک��رار ب��ا

r۱ = −۱ ⇒ (A− r۱I)V
(۱) =

۲ ۰ ۰
۰ ۳ −۳
۰ ۱ −۱


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒


۲v۱ = ۰
۳v۲ − ۳v۳ = ۰
v۲ − v۳ = ۰

⇒ v۲ = v۳ = ۱ دل��خ��واه

⇒ V (۱) =

۰
۱
۱





دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٧٢

X(۱) = er۱tV (۱) = e−t

۰
۱
۱

 =

 ۰
e−t

e−t



r۲ = ۱ ⇒ (A− r۲I)V
(۲) =

۰ ۰ ۰
۰ ۱ −۳
۰ ۱ −۳


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒ v۲ − ۳v۳ = ۰ ⇒ v۲ = ۳v۳ ⇒ v۲ = v۳ = ۰, دل��خ��واه v۱ = ۱

⇒ V (۲) =

۱
۰
۰



X(۲) = er۲tV (۲) = et

۱
۰
۰

 =

e
t

۰
۰


م��ی�ک��ن��ی��م. ح��ل را (A− r۲I)

۲V = ۰ دس��ت��گ��اه ی��م. دار لازم دی��گ��ر ج��واب ی��ک

r۲ = ۱ ⇒ (A− I)۲V (۳) =

۰ ۰ ۰
۰ ۱ −۳
۰ ۱ −۳


۰ ۰ ۰
۰ ۱ −۳
۰ ۱ −۳


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒

۰ ۰ ۰
۰ −۲ ۶
۰ −۲ ۶


v۱v۲
v۳

 =

۰
۰
۰



⇒ −۲v۲ + ۶v۳ = ۰ ⇒ v۲ = ۳v۳, دل��خ��واه v۱



١٧٣ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

.(A− I)V (۳) ̸= ۰ ک��ن��ی��م دق��ت ب��ای��د

v۱ = ۰, دل��خ��واه v۳ = ۱ ⇒ v۲ = ۳, V (۳) =

 ۰
۳
۱



X(۳)(t) = et


 ۰
۳
۱

+ t

۰ ۰ ۰
۰ ۱ −۳
۰ ۱ −۳


 ۰
۳
۱


 = et

 ۰
۳
۱

 =

 ۰
۳et

et



اس��ت. ψ(t) =

 ۰ et ۰
e−t ۰ ۳et

e−t ۰ et

 ج��واب اس��اس��ی م��ات��ری��س

ه��م��گ��ن: دس��ت��گ��اه ع��م��وم��ی ج��واب ن��ت��ی��ج��ه در

Xh(t) = c۱X
(۱) + c۲X

(۲) + c۳X
(۳) = ψ(t)

c۱c۲
c۳



Xh =

 ۰ et ۰
e−t ۰ ۳et

e−t ۰ et


c۱c۲
c۳


ک��ه ب��ی��اب��ی��م گ��ون��ه�ای ب��ه را U ب��ای��د غ��ی��ره��م��گ��ن دس��ت��گ��اه از خ��اص ج��واب ی��ک ی��اف��ت��ن ب��رای

Xp(t) = ψ(t)U(t)وψ(t)U ′
(t) = g(t)

 ۰ et ۰
e−t ۰ ۳et

e−t ۰ et


U

′

۱
U

′

۲
U

′

۳

 =

 et

e−t

e۲t





دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٧۴

⇒


etU

′

۲ = et ⇒ U
′

۲ = ۱ ⇒ U۲(t) = t

e−tU
′

۱ + ۳etU ′

۳ = e−t

e−tU
′

۱ + etU
′

۳ = e۲t

U
′

۱ =

∣∣∣∣∣∣∣
e−t ۳et

e۲t et

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−t ۳et

e−t et

∣∣∣∣∣∣∣
= ۱−۳e۳t

۱−۳ = − ۱
۲ +

۳
۲ e

۳t

⇒ U۱(t) = − ۱
۲ t+

۱
۲e

۳t

U
′

۳ =

∣∣∣∣∣∣∣
e−t e−t

e−t e۲t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−t ۳et

e−t et

∣∣∣∣∣∣∣
= et−e−۲t

۱−۳ = − ۱
۲e
t + ۱

۲e
−۲t

⇒ U۳(t) = − ۱
۲e
t − ۱

۴e
۲t

Xp(t) =

 ۰ et ۰
e−t ۰ ۳et

e−t ۰ et


− ۱

۲ t+
۱
۲e

۳t

t

− ۱
۲e
t − ۱

۴e
۲t



X(t) = Xh(t) +Xp(t) = ψ(t)C + ψ(t)U

X(t) =

 ۰ et ۰
e−t ۰ ۳et

e−t ۰ et


 c۱ − ۱

۲ t+
۱
۲e

۳t

c۲ + t

c۳ − ۱
۲e
t − ۱

۴e
۲t


▲

ک��ن��ی��د. ح��ل را زی��ر دس��ت��گ��اه�ه��ای .۴٠.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) X ′
=

۱ ۱ −۱
۰ ۲ ۰
۰ ۰ −۱

X +

e
t

۰
et





١٧۵ دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

(ب) X
′
=

 ۱ ۰ ۰
۲ ۱ −۲
۳ ۲ ۱

X +

 ۰
e−t sin ۲t
et cos ۲t



(ج) X
′
=

۱ −۱ ۰
۰ −۴ −۱
۰ ۵ ۰

X +

۲e−t

e۳t

e−t



(د) X
′
=

۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱
۱ −۱ ۴

X +

 ۱
t

et



eAt ت��اب��ع ب��رای م��ح��اس��ب��ه روش ی��ک ١١.۵

آن��گ��اه ب��اش��د، X ′
= AX دس��ت��گ��اه ب��رای ج��واب اس��اس��ی م��ات��ری��س ψ(t) گ��ر ا .۴١.۵ ق��ض��ی��ه

eAt = ψ(t)ψ−۱(۰).

F (t) = e−Atψ(t) م��ی�ده��ی��م ق��رار اث��ب��ات.

d
dtF (t) = −Ae−Atψ(t) + e−Atψ

′
(t), ψ

′
(t) = Aψ(t)

= −Ae−Atψ(t) +Ae−Atψ(t)

= ۰ ⇒ F (t) = C

F (۰) = e−A۰ψ(۰) = ψ(۰)
⇒ F (t) = e−Atψ(t) = ψ(۰)

(e−At)−۱ = eAt ⇒ eAtψ(۰) = ψ(t)

⇒ eAt = ψ(t)ψ−۱(۰).

■

ک��ن��ی��م ح��ل را X ′
= AX ه��م��گ��ن دس��ت��گ��اه اس��ت ک��اف��ی ،eAt ت��اب��ع م��ح��اس��ب��ه ب��رای .۴٢.۵ ن��ت��ی��ج��ه

.eAt = ψ(t)ψ−۱(۰) ص��ورت ای��ن در ی��م. آور دس��ت ب��ه را آن ج��واب اس��اس��ی م��ات��ری��س و



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٧۶

آوری��د. دس��ت ب��ه را eAt ت��اب��ع زی��ر م��ات��ری��س�ه��ای ب��رای .۴٣.۵ ت��م��ری��ن

(ال��ف) A =

(
−۲ ۱
−۵ ۴

)

(ب) A =

 ۴ ۶ ۶
۱ ۳ ۲
−۱ −۴ −۳



(ج) A =

۱ ۲ −۳
۱ ۱ ۲
۱ −۱ ۴





۶ ف��ص��ل

ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

اول ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای ح��ل ١.۶

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١.١.۶

�ل ح� را (x۲y ln y + xy۲ − y sinx)dx + ( ۱
۳x

۳ + ۱
۲x

۲y + y۲ cos y)dy = ۰ �ه �ادل� �ع� م�
ک��ن��ی��د.

M(x, y) = x۲y ln y + xy۲ − y sinx ⇒My = x۲ ln y + x۲ + ۲xy − sinx

N(x, y) = ۱
۳x

۳ + ۱
۲x

۲y + y۲ cos y ⇒ Nx = x۲ + xy

ن��ی��س��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه My ̸= Nx

My −Nx

−M
=
x۲ ln y + x۲ + ۲xy − sinx− x۲ − xy

−(x۲y ln y + xy۲ − y sinx)
= R(y) =

−۱
y

و اس��ت س��از ان��ت��گ��رال ع��ام��ل دارای م��ع��ادل��ه ن��ت��ی��ج��ه در

µ(y) = e
∫
R(y)d(y)

µ(y) = e
∫ −۱

y
dy

= eln y
−۱

= ۱
y



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٧٨

× ۱
y ⇒ ۱

y (x
۲ ln y + xy − sinx)dx+ ( ۱

۳
x۳

y + ۱
۲x

۲ + y cos y)dy = ۰

⇒
M(x, y) = x۲ ln y + xy − sinx ⇒My =

x۲

y + x

N(x, y) = ۱
۳
x۳

y + ۱
۲x

۲ + y cos y ⇒ Nx = x۲

y + x

اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه My = Nx

∃ψ(x, y)
ψx = x۲ ln y + xy − sinx (۱)
ψy =

۱
۳
x۳

y + ۱
۲x

۲ + y cos y (۲)

x ح��س��ب ب��ر م��ی�گ��ی��ری��م ان��ت��گ��رال (۱) از

ψ(x, y) =
۱
۳x

۳ ln y +
۱
۲x

۲y + cosx+ h(y)

y ح��س��ب ب��ر گ��ی��ری م��ش��ت��ق

⇒ ψy =
۱
۳
x۳

y + ۱
۲x

۲ + h
′
(y)

(۲)⇒ ۱
۳
x۳

y + ۱
۲x

۲ + y cos y

⇒ h
′
(y) = y cos y

⇒ h(y) =
∫
y cos ydy

y = u⇒ dy = du

cos ydy = dv ⇒ sin y = v

⇒ h(y) = y sin y −
∫
sin ydy = y sin y + cos y

⇒ ψ(x, y) = ۱
۳x

۳ ln y + ۱
۲x

۲y + cosx+ y sin y + cos y = c.

اس��ت. م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب ψ(x, y)



١٧٩ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٢.١.۶

sin y(x+ sin y)dx+ ۲x۲ cos ydy = ۰

sin y = u ⇒ cos ydy = du

⇒ u(x+ u) + ۲x۲u′
= ۰

⇒ u
′
+ ۱

۲xu = − ۱
۲x۲u

۲ ب��رن��ول��ی
×u−۲ ⇒ u−۲u

′
+ ۱

۲xuu
−۲ = − ۱

۲x۲

u−۱ = z ⇒ −u−۲u
′
= z

′

⇒ −z′
+ ۱

۲xz = − ۱
۲x۲

⇒ z
′ − ۱

۲xz =
۱

۲x۲

⇒ µ(x) = e
∫
− ۱

۲xdx = x−
۱
۲

⇒ x−
۱
۲ z

′ − ۱
۲x

− ۳
۲ z = ۱

۲x
− ۵

۲

⇒ d(x
− ۱

۲ z)
dx = ۱

۲x
− ۵

۲

⇒ x−
۱
۲ z =

∫ ۱
۲x

− ۵
۲ dx = − ۱

۳x
− ۳

۲ + c

⇒ z = − ۱
۳x

−۱ + cx
۱
۲

⇒ ۱
sin y = − ۱

۳x + c√
x
.

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٣.١.۶

ک��ن��ی��د. ح��ل را (−۳x+ ۶xy) + (x
۲

y + ۳y
x )

dy
dx = ۰ م��ع��ادل��ه

(−۳x۲y + ۶x۲y۲)dx+ (x۳ + ۳y۲)dy = ۰

M(x, y) = −۳x۲y + ۶x۲y۲ ⇒My = −۳x۲ + ۱۲x۲y
N(x, y) = x۳ + ۳y۲ ⇒ Nx = ۳x۲

⇒My ̸= Nx

ن��ی��س��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

R(y) =
My −Nx

−M
=

−۳x۲ + ۱۲x۲y − ۳x۲
۳x۲y − ۶x۲y =

−۲
y



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨٠

و اس��ت س��از ان��ت��گ��رال ع��ام��ل دارای م��ع��ادل��ه ن��ت��ی��ج��ه در

µ(y) = e
∫
R(y)d(y)

µ(y) = e
∫ −۲

y
dy

= y−۲

×y−۲ ⇒ (−۳x۲y−۱ + ۶x۲)dx+ (x
۳

y۲
+ ۳)dy = ۰

⇒
M(x, y) = −۳x۲

y + ۶x۲ ⇒My =
۳x۲
y۲

N(x, y) = x۳

y۲
+ ۳ ⇒ Nx = ۳x۲

y۲

⇒My = Nx

اس��ت. ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

∃ψ(x, y)
ψx = −۳x۲

y + ۶x۲ (۱)
ψy =

x۳

y۲
+ ۳ (۲)

ψ(x, y) = −x
۳

y
+ ۲x۳ + h(y)

⇒ ψy =
x۳

y۲
+ h

′
(y)

= x۳

y۲
+ ۳

⇒ h
′
(y) = ۳

⇒ h(y) = ۳y
⇒ ψ(x, y) = −x۳

y + ۲x۳ + ۳y = c.



١٨١ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

(−۳x+ ۶xy) + (x
۲

y + ۳y
x )

dy
dx = ۰

−۳xx′
+ ۶xyx′

+ x۲

y + ۳y
x = ۰

x
′ − ۲yx′ − x

۳y −
y
x۲

= ۰
(۱− ۲y)x′ − ۱

۳yx = yx−۲

⇒ x
′ − ۱

۳y(۱−۲y)x = y
۱−۲yx

−۲ ب��رن��ول��ی
x۲x

′ − ۱
۳y(۱−۲y)x

۳ = y
۱−۲y

x۳ = z ⇒ ۳x۲x′
= z

′

z
′

۳ − ۱
۳y(۱−۲y)z =

y
۱−۲y

⇒ z
′ − ۱

y(۱−۲y)z =
۳y
۱−۲y

µ(y) = e
−

∫ dy
y(۱−۲y) = ۱

y − ۲

⇒
d(( ۱

y
−۲)z)
dy = ۱−۲y

y × ۳y
۱−۲y = ۳

( ۱y − ۲)z = ۳y + c

( ۱y − ۲)x۳ = ۳y + c
۱−۲y
y x۳ = ۳y + c

x۳ − ۲yx۳ = ۳y۲ + cy

⇒ −x۳

y + ۲x۳ + ۳y = c.

۴١.١ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۴.١.۶

(x−√
xy)y

′
= y

⇒ y
′
= y

x−√
xy =

y
x

۱−
√

y
x

ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه

z = y
x ⇒ y = xz ⇒ y

′
= z + xz

′

⇒ z + xz
′
= z

۱−
√
z

ب��ازن��وی��س��ی
⇒ xz

′
= z

۱−
√
z
− z

⇒ xz
′
= z−z+z

√
z

۱−
√
z

= z
√
z

۱−
√
z

ش��دن��ی ج��دا م��ع��ادل��ه
⇒ dz( ۱−

√
z

z
√
z
) = dx

x

⇒
∫
( ۱
z
√
z
− ۱

z )dz =
∫
dx
x

⇒
∫
z

−۳
۲ dz − ln z = lnx+ c

⇒ − ۲√
z
− ln z = lnx+ c

⇒ − ۲√
y
x

− ln y
x = lnx+ c.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨٢

۴۴.١ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۵.١.۶

(ال��ف)

۲xyy′
+ x۲ − y۲ = ۰

⇒ y
′
= y۲−x۲

۲xy = ۱
۲
y
x − ۱

۲
x
y = ۱

۲
y
x − ۱

۲
۱
y
x

ه��م��گ��ن
z = y

x ⇒ y = xz

⇒ y
′
= z + xz

′

⇒ z + xz
′
= ۱

۲z −
۱
۲z

⇒ xz
′
= − ۱

۲z −
۱
۲z

⇒ xz
′
= − z۲+۱

۲z
⇒ ۲z

z۲+۱dz = −dx
x

⇒
∫ ۲z

۱+z۲dz = −
∫
dx
x

⇒ ln(۱+ z۲) = − lnx+ c۱

⇒ ۱+ z۲ = −cx
⇒ ۱+ y۲

x۲
= −cx.

(ب) (x− ۳y + ۳)dx− (۲x− ۶y + ۱)dy = ۰
⇒ y

′
= dy

dx = x−۳y+۳
۲x−۶y+۱

اس��ت. اف��ت��اده ات��ف��اق ae = bd دوم ح��ال��ت

z = x− ۳y ⇒ z
′
= ۱− ۳y′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

⇒ y
′
= ۱−z′

۳
⇒ ۱−z′

۳ = z+۳
۲z+۱

⇒ z
′
= ۱− ۳z+۹

۲z+۱
⇒ z

′
= −z−۸

۲z+۱
⇒ ۲z+۱

z+۸ dz = dx

⇒ ۲z+۱۶−۱۶
z+۸ dz = dx

⇒ (۲− ۱۶
z+۸)dz = dx گ��ی��ری ان��ت��گ��رال

⇒
∫
(۲− ۱۶

z+۸)dz =
∫
dx

⇒ ۲z − ۱۶ ln(z + ۸) = x+ c

⇒ ۲(x− ۳y)− ۱۶ ln |x− ۳y + ۸| = x+ c.



١٨٣ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

۴٧.١ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۶.١.۶

(ال��ف)

yy
′
sinx = cosx(sinx− y۲)

⇒ z = y۲ ⇒ z
′
= ۲yy′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

⇒ ۱
۲z

′
sinx = cosx(sinx− z)

⇒ ۱
۲z

′
sinx+ (cosx)z = cosx · sinx اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی م��ع��ادل��ه

⇒ z
′
+ ۲ cosxsinx z = ۲ cosx

⇒ µ(x) = e
∫
۲ cos x
sin x

dx = e۲ ln(sinx) = (sinx)۲

⇒ (sinx)۲z
′
+ ۲ sinx cosx · z = ۲ cosx · (sinx)۲

⇒ d(sin۲ x·z)
dx = ۲ cosx(sinx)۲

⇒ sin۲ x× z =
∫
۲ cosx sin۲ xdx

sinx = u,⇒ cosxdx = du

⇒ sin۲ x · y۲ =
∫
۲u۲du = ۲

۳u
۳ + c = ۲

۳ sin
۳ x+ c.

(ب)

(۱+ y۲) + (x− etan
−۱ y)y

′
= ۰

z = tan−۱ y ⇒ z
′
= y

′

۱+y۲ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر
⇒ ۱+ (x− etan

−۱ y) y
′

۱+y۲ = ۰ ب��ازن��وی��س��ی
⇒ ۱+ (x− ez)z

′
= ۰

×dx
dz = x

′ ن��ق��ش ت��غ��ی��ی��ر ب��رای
⇒ x

′
+ x− ez = ۰ اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی

⇒ µ(z) = e
∫
dz = ez

⇒ ezx
′
+ ezx = e۲z

⇒ d(ezx)
dz = e۲z گ��ی��ری ان��ت��گ��رال

⇒ ezx =
∫
e۲zdz = ۱

۲e
۲z + c

⇒ etan
−۱ yx = ۱

۲e
۲ tan−۱ y + c.

(ج)

xy
′
= e−xy − y

⇒ z = xy ⇒ z
′
= y + xy

′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر
⇒ y + xy

′
= e−xy

⇒ z
′
= ez ⇒ e−zdz = dx

⇒ −e−z = x+ c⇒ −e−xy = x+ c.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨۴

(د)

y
′
= xy + ۲y ln y

⇒ z = ln y ⇒ z
′
= y

′

y م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر
⇒ y

′

y = x+ ۲ ln y
⇒ z

′
= x+ ۲z ⇒ z

′ − ۲z = x

⇒ µ(x) = e−
∫
۲dx = e−۲x

⇒ d(e−۲xz) = xe−۲xdx

⇒ e−۲xz = − ۱
۲xe

−۲x + c

⇒ e−۲x ln y = − ۱
۲e

−۲x + c.

۵١.١ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٧.١.۶

(ال��ف)

xy
′
+ y = ۲y′

x۲ ln y y(۱) = e

�ت. اس� �ی �ول� �رن� ب� x �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ی ول� �ت. �س� �ی� ن� �ی �ط� خ� y �ه ب� �ت �ب� �س� ن�
م��ی�ده��ی��م. ن��ق��ش ت��غ��ی��ی��ر

×dx
dy ⇒ x+ y dxdy = ۲x۲ ln y

⇒ y dxdy + x = ۲ ln yx۲

×x−۲ ⇒ yx−۲ dx
dy + x−۱ = ۲ ln y

z = x−۱ ⇒ z
′
= −۱

x۲
dx
dy

⇒ −yz′
+ z = ۲ ln y ⇒ z

′ − ۱
yz = − ۲ ln y

y

⇒ µ(y) = e
−

∫ dy
y = e− ln y = ۱

y

⇒
d( ۱

y
z)

d(y) = ۱
yz

′ − ۱
y۲
z = −۲ ln y × ۱

y۲

⇒ ۱
yz = −۲

∫ ln y
y۲
dy

ln y = u⇒ y = eu, dyy = du

⇒ ۱
yz = −۲

∫
e−uudu = −۲(−ue−u − e−u) + c ج��زء ب��ه ج��زء

⇒ ۱
yx

−۱ = −۲(− ln y × ۱
y −

۱
y ) + c م��ت��غ��ی��ره��ا ج��ای�گ��ذاری

y(۱) = e⇒
x = ۱
y = e

⇒ ک��ن��ی��د پ��ی��دا را c



١٨۵ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

(ب)

xy
′
(x− ۱+ xey) = ۱

⇒ x۲y
′ − xy

′
+ x۲eyy

′
= ۱ م��ی�ده��ی��م ن��ق��ش ت��غ��ی��ی��ر

×dx
dy ⇒ x۲ − x+ x۲ey = dx

dy

ب��ازن��وی��س��ی ⇒ dx
dy + x = (۱+ ey)x۲ ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه

⇒ z = x−۱ ⇒ x−۲ dx
dy + x−۱ = ۱+ ey

⇒ z
′
= −x۲x′ ⇒ −z′

+ z = ۱+ ey

⇒ z
′ − z = −۱− ey اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی

⇒ µ(y) = e−
∫
dy = e−y

⇒ d(e−yz)
dy = e−yz

′ − e−yz = −e−y − ۱ گ��ی��ری ان��ت��گ��رال
⇒ e−yz = e−y − y + c

⇒ e−yx−۱ = e−y − y + c.

(ج)

ydx− (۲xy − e۲y)dy = ۰
⇒ y dxdy − ۲xy + e۲y = ۰
⇒ dx

dy − ۲x = − ۱
ye

۲y

⇒ µ(y) = e−
∫
۲dy = e−۲y

⇒ d(e−۲yx)
dy = − ۱

y

⇒ e−۲yx = − ln y + c.

اول ف��ص��ل از ش��ده داده م��روری ت��م��ری��ن�ه��ای ح��ل ٨.١.۶

(ال��ف)

xdy = (x۲y۲(۱+ ex)− y)dx

÷dx ⇒ xy
′
+ y = x۲(۱+ ex)y۲ ب��رن��ول��ی م��ع��ادل��ه

×y−۲ ⇒ xy−۲y
′
+ y−۱ = x۲(۱+ ex)

y−۱ = z ⇒ −y−۲y
′
= z

′

⇒ −xz′
+ z = x۲(۱+ ex)

⇒ z
′ − ۱

xz = −x(۱+ ex)

⇒ µ(x) = e−
∫

dx
x = ۱

x

⇒ ۱
xz

′ − ۱
x۲
z = −۱− ex

⇒ d( ۱
xz) = (−۱− ex)dx

⇒ ۱
xz = −x− ex + c

⇒ y−۱ = −x۲ − xex + cx.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨۶

(ب)

yey = (y۳ + ۲xey)y′

م��ی�ش��ود. خ��ط��ی م��ع��ادل��ه م��س��ت��ق��ل و واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ن��ق��ش ت��غ��ی��ی��ر ب��ا

×dx
dy ⇒ yey dxdy = y۳ + ۲xey

⇒ yey dxdy − ۲eyx = y۳ اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی
⇒ dx

dy − ۲
yx = y۲e−y

⇒ µ(y) = e
∫
− ۲

y
dy

= y−۲

⇒ d(y−۲x)
dy = y−۲ dx

dy − ۲y−۳x = e−y

گ��ی��ری ان��ت��گ��رال ⇒ y−۲x =
∫
e−ydy = −e−y + c

⇒ x = −y۲e−y + cy۲.

(ج)

(xy + y۲)dx+ (xy − x۲)dy = ۰

M(x, y) = xy + y۲ ⇒My = x+ ۲y
N(x, y) = xy − x۲ ⇒ Nx = y − ۲x
R(y) =

My−Nx

M = x+۲y−y+۲x
xy+y۲

 ن��داد! ج��واب روش ای��ن

⇒ y
′
= −xy−y۲

xy−x۲ م��ع��ادل��ه ب��ازن��وی��س��ی
× ۱
x۲

⇒ y
′
=

− y
x
−( y

x
)۲

y
x
−۱ ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه

z = y
x ⇒ y = xz م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

⇒ y
′
= z + xz

′
, z + xz

′
= −z−z۲

z−۱
⇒ xz

′
= −z−z۲−z۲+z

z−۱
⇒ z−۱

۲z۲ dz = −dx
x ج��داش��دن��ی م��ع��ادل��ه

⇒ (− ۱
۲z

−۱ − ۱
z۲
)dz = −dx

x

⇒ − ۱
۲ ln z +

۱
z = − lnx+ c

⇒ − ۱
۲ ln

y
x + x

y = − lnx+ c.



١٨٧ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

(د)

۲xyy′
+ (۱+ x)y۲ = ex

y۲ = z ⇒ ۲yy′
= z

′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر
⇒ xz

′
+ (۱+ x)z = ex اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی

⇒ z
′
+ ۱+x

x z = ex

x

⇒ µ(x) = e
∫ ۱+x

x
dx = e

∫
dx
x · edx = xex

×µ⇒ xexz
′
+ (۱+ x)exz = e۲x

⇒ d(xexz)
dx = e۲x

⇒ xexz = ۱
۲e

۲x + c گ��ی��ری ان��ت��گ��رال
⇒ z = ۱

۲x
−۱ex + cx−۱e−x

⇒ y۲ = ۱
۲x

−۱ex + cx−۱e−x.

(ه)

y۲ + (x۲ − xy + y۲)y
′
= ۰

⇒ y
′
= − y۲

x۲−xy+y۲ = − ( y
x
)۲

۱−( y
x
)+( y

x
)۲

y
x = z ⇒ y = xz ⇒ y

′
= z + xz

′ ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه
⇒ z + xz

′
= −z۲

۱−z+z۲

⇒ xz
′
= z۲

۱−z+z۲ − z

xz
′

= −z۲−z+z۲−z۳
۱−z−z۲ = − z۳

۱−z−z۲ ج��داش��دن��ی
⇒ ۱−z−z۲

z۳
dz = −dx

x

⇒
∫ ۱
z۳
dz −

∫ ۱
z۲
dz −

∫
dz
z = − lnx+ c

⇒ − ۱
۲z

−۲ + ۱
۱z

−۱ − ln z = − lnx+ c

⇒ − ۱
۲
x۲

y۲
+ x

y − ln y
x = − lnx+ c.

(ی)

(۲+ ۲x۲y ۱
۲ )ydx+ (x۲y

۱
۲ + ۲)xdy = ۰

M(x, y) = (۲+ ۲x۲y ۱
۲ )y ⇒My = ۲+ ۳x۲y ۱

۲

N(x, y) = (x۲y
۱
۲ + ۲)x⇒ Nx = ۳x۲y ۱

۲ + ۲
⇒ اس��ت ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

⇒ ∃ψ(x, y)
ψx = ۲y + ۲x۲y ۳

۲

ψy = x۳y
۱
۲ + ۲x (۱)

⇒ ψ = ۲xy + ۲
۳x

۳y
۳
۲ + h(y)

⇒ ψy = ۲x+ x۳y
۱
۲ + h

′
(y)

(۱)
= x۳y

۱
۲ + ۲x

⇒ h
′
(y) = ۰

⇒ h(y) = c۱

⇒ ψ(x, y) = ۲xy + ۲
۳x

۳y
۳
۲ = c.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٨٨

(ر)

(x− y ln y + y lnx)dx+ x(ln y − lnx)dy = ۰
(x− y ln y

x)dx+ x ln y
xdy = ۰

y
′
=

−x+y ln y
x

x ln y
x

=
−۱+ y

x
ln y

x

ln y
x

اس��ت ه��م��گ��ن
z = y

x ⇒ y = xz

⇒ y
′
= z + xz

′
, z + xz

′
= −۱+z ln z

ln z

⇒ xz
′
= −۱+z ln z

ln z − z

⇒ xz
′
= −۱+z ln z−z ln z

ln z اس��ت ج��داش��دن��ی
⇒ ln zdz = −dx

x

⇒
∫
ln zdz = −

∫
dx
x

⇒ z ln z − z = − lnx+ c

⇒ y
x ln

y
x − y

x = − lnx+ c.

(ز)

ydx+ (۲x− xy + ۲)dy = ۰
M = y ⇒My = ۱
N = ۲x− xy + ۲ ⇒ Nx = ۲− y

R(y) =
My−Nx

−M = ۱−۲+y
−y = −y+۱

y = −۱+ ۱
y

µ(y) = e
∫
R(y)dy = e

∫
(−۱+ ۱

y
)dy

µ(y) = ye−y
y ح��س��ب ب��ر س��از ان��ت��گ��رال ع��ام��ل

y۲e−ydx+ (۲x− xy + ۲)ye−ydy = ۰ م��ع��ادل��ه × ye−y

M(x, y) = y۲e−y

⇒My = ۲ye−y − y۲e−y

N(x, y) = (۲x− xy + ۲)ye−y

⇒ Nx = ۲ye−y − y۲e−y

⇒My = Nx ⇒ اس��ت ک��ام��ل م��ع��ادل��ه

⇒ ∃ψ(x, y)

{
ψx = y۲e−y (۱)
ψy = ۲xye−y − xy۲e−y + ۲ye−y (۲)

x ب��ه ن��س��ب��ت م��ی�ک��ن��ی��م گ��ی��ری ان��ت��گ��رال (١) از

⇒ ψ(x, y) =

∫
y۲e−ydx = y۲e−yx+ h(y)



١٨٩ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

م��ی�گ��ی��ری��م م��ش��ت��ق y ب��ه ن��س��ب��ت ψ از

ψy = ۲ye−yx− y۲e−yx+ h
′
(y)

(۲) ⇒ ۲ye−yx− y۲e−yx+ h
′
(y) = ۲xye−y − xy۲e−y + ۲ye−y

⇒ h
′
(y) = ۲ye−y

h(y) =
∫
۲ye−ydy = −۲ye−y + ۲

∫
e−ydy = −۲ye−y − ۲e−y

⇒ ψ(x, y) = y۲e−yx− ۲ye−y − ۲e−y = c.

(س)

۲yy′
+ y۲ sinx− sinx = ۰

z = y۲ ⇒ z
′
= ۲yy′ م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر

⇒ z
′
+ sinxz = sinx اول م��رت��ب��ه خ��ط��ی

⇒ µ(x) = e
∫
sinxdx = e− cosx

⇒ e− cosxz
′
+ sinxe− cosxz = sinxe− cosx

⇒ d(e− cos xz)
dx = sinxe− cosx

⇒ e− cosxz =
∫
sinxe− cosxdx

− cosx = u⇒ sinxdx = du

⇒ e− cosxz =
∫
eudu = eu + c

⇒ e− cosxy۲ = e− cosx + c.

دوم ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای پ��اس��خ ٢.۶

۶۴.٢ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١.٢.۶

(ال��ف)

۲xy′′
+ (۱− ۴x)y′

+ (۲x− ۱)y = ex

ی��ع��ن��ی: ن��ظ��ی��ر ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ح��ل اول ق��دم

۲xy′′
+ (۱− ۴x)y′

+ (۲x− ۱)y = ۰



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٩٠

�ه �ادل� �ع� م� از �واب ج� ی��ک y۱ = ex �ه �ج� �ی� �ت� ن� در اس��ت. �ر �ف� ص� y و y′ ،y′′ �رای��ب ض� �وع �م� �ج� م�
ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه م��رت��ب��ه ک��اه��ش روش از اس��ت��ف��اده ب��ا را ب��الا دوم ج��واب اس��ت.

y۲ = v(x)y۱ = v(x)ex

v
′
(x) = ۱

y۲۱
e−

∫
p(x)dx

�ل �ک� ش� �ه ب� �ه �ادل� �ع� م� �س پ� �م. �ی� �ن� ک� �ک ی� �ر �راب� ب� را y′′ �ب �ری� ض� �د �ای� ب� �ت: دق�
.p(x) = ۱−۴x

۲x و اس��ت y′′
+ (۱−۴x)

۲x y
′
+ (۲x−۱)

۲x y = ۰

v
′
(x) = ۱

e۲x
e−

∫ ۱−۴x
۲x dx = ۱

e۲x
x

−۱
۲ · e۲x

v
′
(x) = x

−۱
۲ ⇒ v(x) = ۲x ۱

۲

⇒ y۲ = ۲x ۱
۲ ex

⇒ c۱e
x + c۲e

xx
۱
۲ ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی ج��واب

ه��م��گ��ن غ��ی��ر م��ع��ادل��ه از ج��واب ی��ک ی��اف��ت��ن دوم ق��دم
م��ی�ده��ی��م ق��رار پ��ارام��ت��ر ت��غ��ی��ی��ر روش از اس��ت��ف��اده ب��ا ح��ال

yp = u۱y۱ + u۲y۲ = u۱e
x + u۲x

۱
۲ ex

u
′

۱ =
−gy۲

W (y۱,y۲)
, u

′

۲ =
gy۱

W (y۱,y۲)

داری��م پ��س ب��اش��د. ی��ک y′′ ض��ری��ب ب��ای��د ب��الا ف��رم��ول در g(x) ب��رای دق��ت:

y
′′
+ (۱−۴x)

۲x y
′
+ (۲x−۱)

۲x y = g(x) = ۱
۲x

−۱ex

W (y۱, y۲) =

∣∣∣∣∣ex x
۱
۲ ex

ex ۱
۲x

− ۱
۲ ex + x

۱
۲ ex

∣∣∣∣∣
= ۱

۲x
− ۱

۲ e۲x + x
۱
۲ e۲x − x

۱
۲ e۲x

⇒W (y۱, y۲) =
۱
۲x

− ۱
۲ e۲x



١٩١ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

⇒ u
′

۱ =
− ۱

۲x
−۱ex×۲x

۱
۲ ex

۱
۲x

− ۱
۲ e۲x

= −۲

u۱ = −۲x
⇒ u

′

۲ =
۱
۲x

−۱ex×ex

۱
۲x

− ۱
۲ e۲x

= x
−۱
۲

u۲ = ۲x ۱
۲

⇒ yp = u۱y۱ + u۲y۲ = −۲xex + ۲x ۱
۲ × ۲x ۱

۲ ex

yp = ۲xex

y = c۱e
x + c۲x

۱
۲ ex + ۲xex ع��م��وم��ی ج��واب

(ب)

x۲y
′′
+ ۷xy′

+ ۵y = ۱۲x

دی��دی��م و اس��ت �ل��ر اوی� م��ع��ادل��ه ی��ک ای��ن x۲y′′
+ ۷xy′

+ ۵y = ۰ م��ع��ادل��ه ح��ل اول ق��دم
م��ی�ش��ود. ت��ب��دی��ل زی��ر ث��اب��ت ض��رای��ب ب��ا م��ع��ادل��ه ب��ه z = lnx م��ت��غ��ی��ر ت��غ��ی��ی��ر ب��ا ک��ه

d۲y

dz۲
+ (α− ۱)dy

dz
+ βy = ۰

ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه

r۲ + (α− ۱)r + β = ۰

.β = ۵ و α = ۷ و اس��ت ی��ک y۲ ض��ری��ب دق��ت:

r۲ + ۶r + ۵ = ۰ ⇒ (r + ۱)(r + ۵) = ۰
⇒ r۱ = −۱, r۲ = −۵
y۱ = e−z, y۲ = e−۵z

y۱ = e− lnx = ۱
x , y۲ = e−۵ lnx = ۱

x۵

ه��م��گ��ن غ��ی��ر م��ع��ادل��ه از ج��واب ی��ک ی��اف��ت��ن دوم: ق��دم

yp = u۱y۱ + u۲y۲ = u۱x
−۱ + u۲x

−۵

u
′

۱ =
−gy۲

W (y۱,y۲)
, u

′

۲ =
gy۱

W (y۱,y۲)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٩٢

پ��س ب��اش��د. ی��ک ب��ای��د y′′ ض��ری��ب ب��الا ف��رم��ول�ه��ای در g دادن ق��رار ب��رای دق��ت:

g(x) = ۱۲x
x۲

= ۱۲x−۱

W (y۱, y۲) =

∣∣∣∣∣ x−۱ x−۵

−x−۲ −۵x−۶

∣∣∣∣∣ = −۵x−۷ + x−۷ = −۴x−۷

u
′

۱ =
−۱۲x−۱×x−۵

−۴x−۷ = ۳x⇒ u۱ =
۳
۲x

۲

u
′

۲ =
۱۲x−۱×x−۱

−۴x−۷ = ۳x۵ ⇒ u۲ =
۳
۶x

۶

yp =
۳
۲x+ ۱

۲x
۶x−۵ = ۳

۲x+ ۱
۲x = ۲x

y = c۱x
−۱ + c۲x

−۵ + ۲x ع��م��وم��ی ج��واب

٧٣.٢ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٢.٢.۶

ی��ادآوری

ay
′′
+ by

′
+ cy = g(x) =


eαxPn(x) cosβx

ی��ا
eαxPn(x) sinβx

اس��ت. زی��ر ص��ورت ب��ه خ��اص ج��واب ی��ک ک��ل��ی ف��رم

yp = xseαx [cosβx(A۰x
n + · · ·+An) + sinβx(B۰x

n + · · ·+Bn] .

اس��ت. g(x) در ج��م��ل��ه�ای چ��ن��د م��رت��ب��ه n
ن��ب��اش��د. ar۲ + br + c = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر α+ iβ گ��ر ا s = ۰

ب��اش��د. ی��ک ت��ک��رار ب��ا ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر α+ iβ گ��ر ا s = ۱
ب��اش��د. م��ض��اع��ف) ی��ش��ه (ر دو ت��ک��رار ب��ا ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه ی��ش��ه ر αβ = ۰ گ��ر ا s = ۲

(ال��ف)

y
′′
+ ۹y = ۳۶x cos۳x+ ۲ex sinhx

⇒ r۲ + ۹ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
⇒ r۲ = −۹ ⇒ r =

+
−۳i

g(x) = ۳۶x cos۳x+ ۲ex × ex−e−x

۲ = ۳۶x cos۳x+ e۲x − ۱



١٩٣ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

(١)
y
′′
+ ۹y = ۳۶x cos۳x, α = ۰, β = ۳, n = ۱

α+ iβ = ۳i
⇒ اس��ت ی��ش��ه ر s = ۱

yp۱ = xseαx [cos۳x(Ax+B) + sin۳x(Cx+D)]

⇒ yp۱ = x [cos۳x(Ax+B) + sin۳x(Cx+D)]

(٢)
y
′′
+ ۹y = e۲x,

α = ۲, β = ۰, n = ۰
α+ iβ = ۲

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۲ = e۲x [cos ۰x(E) + sin ۰x(F )] = Ee۲x

(٣)
y
′′
+ ۹y = −۱, α = ۰, β = ۰, n = ۰

α+ iβ = ۰
⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۳ = G

yp = yp۱+yp۲+yp۳ = G+Ee۲x+x(cos۳x(Ax+B)+sin۳x(Cx+D)).

(ب)
y
′′ − ۲y′

+ ۳y = x۳ + ex cos ۲x+ (sin
√
۲x) sinhx

⇒ r۲ − ۲r + ۳ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
⇒ r۲ = ۱

+
−

√
۱− ۳ ⇒ r = ۱

+
−
√
۲i

(١)
y
′′ − ۲y′

+ ۳y = x۳,
α = ۰, β = ۰, n = ۳
α+ iβ = ۰

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۱ = Ax۳ +Bx۲ + Cx+D

(٢)
y
′′ − ۲y′

+ ۳y = ex cos ۲x, α = ۱, β = ۲, n = ۰
α+ iβ = ۱+ ۲i

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۲ = ex [E cos ۲x+ F sin ۲x]

(٣)
y
′′ − ۲y′

+ ۳y = ۱
۲e
x sin

√
۲x, α = ۱, β =

√
۲, n = ۰

α+ iβ = ۱+ i
√
۲

⇒ اس��ت ی��ش��ه ر s = ۱

yp۳ = xex(G cos
√
۲x+H sin

√
۲x)

(۴)
y
′′ − ۲y′

+ ۳y = ۱
۲e

−x sin
√
۲x, α = −۱, β =

√
۲, n = ۰

α+ iβ = −۱+ i
√
۲

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۴ = e−x(I cos
√
۲x+ J sin

√
۲x)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٩۴

y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = ex sin۲ x۲ cosh ۲x = ex( ۱−cosx
۲ )( e

۲x+e−۲x

۲ )

= ۱
۴e

۳x + ۱
۴e

−x − ۱
۴e

۳x cosx− ۱
۴e

−x cosx

⇒ r۲ + ۲r + ۲ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
⇒ r = −۱

+
− i

(ج) (١)
y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = ۱
۴e

۳x,
α = ۳, β = ۰, n = ۰
α+ iβ = ۳

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۱ = Ae۳x

(٢)
y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = ۱
۴e

−x,
α = −۱, β = ۰, n = ۰
α+ iβ = −۱

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۲ = Be−x

(٣)
y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = − ۱
۴e

۳x cosx,
α = ۳, β = ۱, n = ۰
α+ iβ = ۳+ i

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۳ = e۳x(C cosx+D sinx)

(۴)
y
′′
+ ۲y′

+ ۲y = − ۱
۴e

−x cosx,
α = −۱, β = ۱, n = ۰
α+ iβ = −۱+ i

⇒ اس��ت ی��ش��ه ر s = ۱

yp۴ = xe−x(E cosx+ F sinx)

yp = yp۱ + yp۲ + yp۳ + yp۴ = . . . .

(د)
y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = ۲e−x sin۲ x = ۲e−x( ۱−cosx
۲ )

⇒ r۲ + ۲r + ۵ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
⇒ r = −۱

+
− ۲i

(١)
y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = e−x,
α = −۱, β = ۰, n = ۰
α+ iβ = −۱

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۱ = Ae−x

(٢)
y
′′
+ ۲y′

+ ۵y = e−x cos ۲x, α = −۱, β = ۲, n = ۰
α+ iβ = −۱+ ۲i

⇒ اس��ت ی��ش��ه ر s = ۱

yp۲ = xe−x(B cos ۲x+ C sin ۲x)

yp = yp۱ + yp۲ = Ae−x + xe−x(B cos ۲x+ C sin ۲x).



١٩۵ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

(ه)
y
′′ − ۲y′

+ ۵y = ۲x۲ex cos۲ x+ ۱ = ۲x۲ex( ۱+cos ۲x
۲ )

⇒ r۲ − ۲r + ۵ = ۰ ش��اخ��ص م��ع��ادل��ه
⇒ r = ۱

+
− ۲i

(١)
y
′′ − ۲y′

+ ۵y = x۲ex,
α = ۱, β = ۰, n = ۲
α+ iβ = ۱

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۱ = ex(Ax۲ +Bx+ C)

(٢)
y
′′ − ۲y′

+ ۵y = x۲ex cos ۲x, α = ۱, β = ۲, n = ۲
α+ iβ = ۱+ ۲i

⇒ اس��ت ی��ش��ه ر s = ۱

yp۲ = xex(cos ۲x(Ex۲ + Fx+G) + sin ۲x(Hx۲ + Ix+ J))

(٣)
y
′′ − ۲y′

+ ۵y = ۱, α = ۰, β = ۰, n = ۰
α+ iβ = ۰

⇒ ن��ی��س��ت ی��ش��ه ر s = ۰

yp۳ = K

yp = yp۱ + yp۲ + yp۳ = . . . .

�واب ج� yp �ه ب� �د �ای� ب� �ود ش� �ه �ت� �واس� خ� �ه �ادل� �ع� م� �ی �وم� �م� ع� �واب ج� �ل �ائ� �س� م� �ن ای� در �ر گ� ا �د، �ی� �ن� ک� �ت دق�
ک��ن��ی��م. اض��اف��ه ن��ی��ز را ه��م��گ��ن م��ع��ادل��ه ع��م��وم��ی



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٩۶

س��وم ف��ص��ل ت��م��ری��ن�ه��ای ح��ل ٣.۶

۴٣.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١.٣.۶

(ب) ق��س��م��ت

L [
∫ x
۰ e

−۳t ۱−e−t

t dt]∫ x
۰ e

−۳t ۱−e−t

t dt = f(x) ⇒
f

′
(x) = e−۳x ۱−e−x

x = e−۳x−e−۴x

x ح��س��اب اس��اس��ی ق��ض��ی��ه
L [f

′
(x)] = sL [f(x)]− f(۰) f(۰) = ۰ ٢٧.٣ ⇒

L [f(x)] = L [f
′
(x)]× ۱

s

L [f
′
(x)] = L [ e

−۳x−e−۴x

x ]

=
∫∞
s L [e−۳x − e−۴x]du ٣٩.٣

L [f
′
(x)] =

∫∞
s ( ۱

u+۳ − ۱
u+۴)du

= ln |u+۳
u+۴ |

∣∣∣∣∣
∞

s

L [f
′
(x)] = ln | s+۴

s+۳ | ⇒
L [f(x)] = ۱

s ln |
s+۴
s+۳ |.

۶٠.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٢.٣.۶

(ب) ق��س��م��ت

f(x) =

{
sinx ۰ ≤ x < π

۶
cos ۲x x ≥ π

۶
f(x) = sinx(U۰(x)− Uπ

۶
(x)) + cos ۲xUπ

۶
(x)

f(x) = sinx+ Uπ
۶
(x) cos ۲x− Uπ

۶
(x) sinx

f(x) = sinx+ Uπ
۶
(x) cos(۲(x− π

۶ + π
۶ ))− Uπ

۶
(x) sin(x− π

۶ + π
۶ )

f(x) = sinx+ Uπ
۶
(x) cos ۲(x− π

۶ ) cos
π
۳ − Uπ

۶
(x) sin ۲(x− π

۶ ) sin
π
۳

−Uπ
۶
(x) sin(x− π

۶ ) cos
π
۶ − Uπ

۶
(x) cos(x− π

۶ ) sin
π
۶ ⇒

L [f(x)] = L [sinx] + ۱
۲L [Uπ

۶
(x) cos ۲(x− π

۶ )]−
√
۳
۲ L [Uπ

۶
(x) sin ۲(x− π

۶ )]

−
√
۳
۲ L [Uπ

۶
(x) sin(x− π

۶ )]−
۱
۲L [Uπ

۶
(x) cos(x− π

۶ )] ⇒
L [f(x)] = ۱

s۲+۱ +
۱
۲e

−π
۶ s s
s۲+۴ −

√
۳
۲ e

−π
۶ s ۲
s۲+۴

−
√
۳
۲ e

−π
۶ s ۱
s۲+۱ −

۱
۲e

−π
۶ s s
s۲+۱



١٩٧ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

٣٠.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٣.٣.۶

(ب) ق��س��م��ت
y
′′ − ۳y′

+ ۲y = e−x y(۲) = ۰, y′
(۲) = ۱

L [y
′′
]− ۳L [y

′
] + ۲L [y] = L [e−x] ١٧.٣

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰)− ۳sL [y] + ۳y(۰) + ۲L [y] = ۱

s+۱
.c۲ := y

′
(۰) و c۱ := y(۰)م��ی�ده��ی��م ق��رار

(s۲ − ۳s+ ۲)L [y]− (s− ۳)c۱ − c۲ =
۱
s+۱

(s۲ − ۳s+ ۲)L [y] = ۱
s+۱ + c۲ + (s− ۳)c۱

L [y] = ۱
(s+۱)(s۲−۳s+۲) +

c۲
s۲−۳s+۲ +

(s−۳)c۱
s۲−۳s+۲

۱
(s+۱)(s۲−۳s+۲) =

A
s+۱ +

B
s−۱ +

C
s−۲ اول ک��س��ر ت��ف��ک��ی��ک

⇒ A = ۱
۶ , B = − ۱

۲ , C = ۱
۳

c۱s+c۲−۳c۱
s۲−۳s+۲ = D

s−۱ +
E
s−۲ س��وم و م دو ک��س��ر ت��ف��ک��ی��ک

⇒ D = ۲c۱ − c۲, E = c۲ − c۱
راب��ط��ه از ح��الا

L [y] =
۱

(s+ ۱)(s۲ − ۳s+ ۲) +
c۲

s۲ − ۳s+ ۲ +
(s− ۳)c۱
s۲ − ۳s+ ۲

م��ی�گ��ی��ری��م. وارون لاپ��لاس

y = L −۱[
۱

(s+ ۱)(s۲ − ۳s+ ۲) ] + L −۱[
c۱s− ۳c۱ + c۲
s۲ − ۳s+ ۲ ]

داش��ت. خ��واه��ی��م ش��ده، ان��ج��ام ک��س��ره��ای ت��ف��ک��ی��ک ب��ه ت��وج��ه ب��ا

y = ۱
۶L −۱[ ۱

s+۱ ]−
۱
۲L

−۱[ ۱
s−۱ ] +

۱
۳L −۱[ ۱

s−۲ ]

+(۲c۱ − c۲)L
−۱[ ۱

s−۱ ] + (c۲ − c۱)L
−۱[ ۱

s−۲ ]

y = ۱
۶e

−x − ۱
۲e
x + ۱

۳e
۲x + (۲c۱ − c۲)e

x + (c۲ − c۱)e
۲x

y = ۱
۶e

−x + (۲c۱ − c۲ − ۱
۲)e

x + (c۲ − c۱ +
۱
۳)e

۲x



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ١٩٨

ی��م. آور دس��ت ب��ه را c۲ و c۱ ت��ا م��ی�ک��ن��ی��م اع��م��ال را y
′
(۲) = ۱, y(۲) = ۰ اول��ی��ه ش��رای��ط

y(۲) = ۱
۶e

−۲ + (۲c۱ − c۲ − ۱
۲)e

۲ + (c۲ − c۱ +
۱
۳)e

۴ = ۰
y
′
(x) = − ۱

۶e
−x + (۲c۱ − c۲ − ۱

۲)e
x + ۲(c۲ − c۱ +

۱
۳)e

۲x

y
′
(۲) = − ۱

۶e
−۲ + (۲c۱ − c۲ − ۱

۲)e
۲ + ۲(c۲ − c۱ +

۱
۳)e

۴ = ۱

ی��م. م��ی�آور دس��ت ب��ه را c۲ و c۱ و م��ی�ک��ن��ی��م ح��ل را م��ج��ه��ول دو م��ع��ادل��ه دو

{
(۲e۲ − e۴)c۱ + (e۴ − e۲)c۲ =

۱
۲e

۲ − ۱
۶e

−۲ − ۱
۳e

۴

(۲e۲ − ۲e۴)c۱ + (۲e۴ − e۲)c۲ =
۱
۲e

۲ + ۱
۶e

−۲ − ۲
۳e

۴

(ج) ق��س��م��ت
y
′′
+ y

′ − ۲y = x y(۰) = ۲, y′
(۰) = ۰

L [y
′′
] + L [y

′
]− ۲L [y] = L [x]

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + sL [y]− y(۰)− ۲L [y] = ۱

s۲

(s۲ + s− ۲)L [y]− ۲(s+ ۱) = ۱
s۲

(s۲ + s− ۲)L [y] = ۱
s۲
+ ۲s+ ۲ = ۱+۲s۳+۲s۲

s۲

L [y] = ۲s۳+۲s۲+۱
s۲(s۲+s−۲)

۲s۳+۲s۲+۱
s۲(s۲+s−۲) =

۲s۳+۲s۲+۱
s۲(s−۱)(s+۲)

= A
s + B

s−۱ +
C
s+۲ +

D
s۲

⇒ A = − ۱
۴ , B = ۵

۳ , C = ۷
۱۲ , D = − ۱

۲
⇒ y = − ۱

۴L −۱[ ۱s ] +
۵
۳L −۱[ ۱

s−۱ ] +
۷
۱۲L

−۱[ ۱
s+۲ ]−

۱
۲L

−۱[ ۱
s۲
]

⇒ y = ۱
۴ + ۵

۳e
x + ۷

۱۲e
−۲x − ۱

۲x



١٩٩ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۴.٣.۶

(؟) ق��س��م��ت

y(x) = x−
∫ x
۰ e

x−ty(t)dt

L [y] = L [x]− L [
∫ x
۰ e

(x−t)y(t)dt]

L [y] = L [x]− L [ex ∗ y(x)] ؟؟
L [y] = ۱

s۲
− L [ex]× L [y]

L [y] = ۱
s۲
− ۱

s−۱L [y]

L [y](۱+ ۱
s−۱) = ۱

s۲

L [y]( s
s−۱) = ۱

s۲

L [y] = s−۱
s۳

= ۱
s۲
− ۱

s۳

y = L −۱[ ۱
s۲
]− L −۱[ ۱

s۳
]

y = x− x۲

۲ .

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۵.٣.۶

(؟) ق��س��م��ت

L [x۲e−۲x cos۲ ۴x] = L [x۲e−۲x ۱+cos ۸x
۲ ]

= L [ ۱۲x
۲e−۲x] + L [ ۱۲x

۲e−۲x cos۸x]

�ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� (۴۶.٣ �ت �ی� �اص� (خ� L [eaxf(x)] = F (s − a) �ه ک� �م �ی� �ی�دان� م�
(٣١.٣ (خ��اص��ی��ت L [x۲f(x)] = d۲

ds۲
F (s)



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٠٠

داری��م: خ��اص��ی��ت دو ای��ن از اس��ت��ف��اده ب��ا ن��ت��ی��ج��ه در

L = L [x۲]|s7→s+۲ +
۱
۲L [x۲ cos۸x]|s 7→s+۲

L = ۱
۲

۲
(s+۲)۳ +

۱
۲
d۲

ds۲
L [cos۸x]|s 7→s+۲

L [cos۸x] = s
s۲+۶۴ ⇒

d
ds(

s
s۲+۶۴) = s۲+۶۴−۲s۲

(s۲+۶۴)۲
d۲

ds۲
L [cos۸x] = d

ds [
۶۴−s۲

(s۲+۶۴)۲ ]

= −۲s(s۲+۶۴)۲−۴s(s۲+۶۴)(۶۴−s۲)
(s۲+۶۴)۲ س��ازی س��اده

d۲

ds۲
L [cos۸x] = ۲s۳−۳۸۴s

(s۲+۶۴)۳ ⇒

L = ۱
(s+۲)۳ +

(s+۲)۳−۱۹۴(s+۲)
((s+۲)۲+۶۴)۳ .

٨.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ۶.٣.۶

(ج) ق��س��م��ت

y
′′
+ ۲y′

+ y =

{
۲ ۰ ≤ x < ۵
δ(x− ۶) x ≥ ۵

y(۰) = y
′
(۰) = ۰

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + ۲sL [y]− ۲y(۰) + L [y] = F (s)

(s۲ + ۲s+ ۱)L [y] = F (s)

f(x) =

{
۲ ۰ ≤ x < ۵
δ(x− ۶) x ≥ ۵

⇒ f(x) = ۲(U۰(x)− U۵(x)) + δ(x− ۶)U۵(x)

F (s) = L [f(x)] = ۲
s − ۲ e−۵s

s + L [δ(x− ۶)U۵(x)]

⇒ F (s) = ۲
s − ۲ e−۵s

s + e−۶sU۵(۶)
L [δ(x− ۶)U۵(x)]

?
= e−۶sU۵(۶) ای��ن��ک��ه دل��ی��ل



٢٠١ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

ک��ه م��ی�دان��ی��م ق��ض��ی��ه�ای ط��ب��ق

∫ ∞

۰
f(x)δ(x− x۰)dx = f(x۰)

پ��س

L [δ(x− ۶)U۵(x)] =

∫ ∞

۰
δ(x− ۶)e−sxU۵(x)dx = e−۶sU۵(۶)

(s۲ + ۲s+ ۱)L [y] = F (s) ت��س��اوی از ی��م دار ن��ه��ای��ت در پ��س U۵(۶) = ۱ ام��ا

L [y] = ۱
(s۲+۲s+۱)(

۲
s −

۲e−۵s

s + e−۶s)

s۲ + ۲s+ ۱ = (s+ ۱)۲
۱

s(s+۱)۲ =
a
s +

B
s+۱ +

C
(s+۱)۲

⇒ A = ۱, B = −۱, C = −۱

y = ۲L −۱[ ۱
s(s+۱)۲ − ۲L −۱[ e−۵s

s(s+۱)۲ ] + L −۱[ e
−۶s

(s+۱)۲ ]

y = ۲L −۱[ ۱s ]− ۲L −۱[ ۱
s+۱ ]− ۲L −۱[ ۱

(s+۱)۲ ]

−۲L −۱[ e
−۵s

s ]− ۲L −۱[ e
−۵s

s+۱ ]− ۲L −۱[ e
−۵s

(s+۱)۲ ]

+L −۱[ e
−۶s

(s+۱)۲ ]

y = ۲− ۲e−x − ۲e−xx− ۲U۵(x)− ۲U۵(x)e−(x−۵)

−۲U۵(x)e−(x−۵)(x− ۵) + U۶(x)(x− ۶)e−(x−۶).

٨.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٧.٣.۶

(ال��ف) ق��س��م��ت

y
′′
+ ۴y = (۱+ Uπ(x)) sinx y(۰) = y

′
(۰) = ۰

L [y
′′
] + ۴L [y] = L [sinx] + L [Uπ(x) sinx]

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + ۴L [y] = ۱

s۲+۱ + L [Uπ(x) sin(x− π + π)]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٠٢

(s۲ + ۴)L [y] = ۱
s۲+۱ + L [−Uπ(x) sin(x− π)]

(s۲ + ۴)L [y] = ۱
s۲+۱ − e−πsL [sinx] ۵۶.٣

(s۲ + ۴)L [y] = ۱
s۲+۱ − e−πs ۱

s۲+۱
L [y] = ۱

(s۲+۱)(s۲+۴) −
e−πs

(s۲+۱)(s۲+۴)
۱

(s۲+۱)(s۲+۴) = AS+B
(s۲+۱) + CS+D

(s۲+۴) ⇒
A = ۰, B = ۱

۳ , C = ۰, D = − ۱
۳

y = ۱
۳L −۱[ ۱

s۲+۱ ]−
۱
۳L −۱[ ۱

s۲+۴ ]

− ۱
۳L −۱[ e

−πs

s۲+۱ ] +
۱
۳L −۱[ e

−πs

s۲+۴ ]

y = ۱
۳ sinx− ۱

۶ sin ۲x− ۱
۳Uπ(x) sin(x− π)

+ ۱
۶Uπ(x) sin ۲(x− π).

۴٣.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٨.٣.۶

(ال��ف)

L [ sinh axx ] =
∫∞
s L [sinh ax]du

=
∫∞
s

a
u۲−a۲du

=
∫∞
s

۱
a

du
(u
a
)۲−۱

u
a = t, du

a = dt

u = s⇒ t = s
a

u→ ∞ ⇒ t→ ∞
=
∫∞

s
a

dt
t۲−۱

= − tanh−۱ t|∞s
a

= −۱+ tanh−۱ s
a .

(ب)

L [
∫ x
۰ e

−۳t ۱−e−t

t dt] = F (s)∫ x
۰ e

−۳t e−۳t−e−۴t

t dt = f(x)

اس��اس��ی ق��ض��ی��ه ⇒ f
′
(x) = e−۳t−e−۴t

t

L [f
′
(x)] = sL [f(x)]− f(۰) ٢٧.٣



٢٠٣ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

گ��رف��ت. ن��ت��ی��ج��ه م��س��ت��ق��ی��م��ا م��ی�ش��ود ه��م ٧٠.٣ خ��اص��ی��ت از خ��اص م��ث��ال ای��ن در

⇒ L [f(x)] = ۱
sL [ e

−۳x−e−۴x

x ]

⇒ L [f(x)] = ۱
s

∫∞
۰ L [e−۳x − e−۴x]du

⇒ L [f(x)] = ۱
s limA→∞[(

∫ A
s ( ۱

u+۳ − ۱
u+۴)du]

⇒ L [f(x)] = ۱
s limA→∞[ln(u+ ۳)− ln(u+ ۴)]As

⇒ L [f(x)] = ۱
s limA→∞[ln(A+۳

A+۴)− ln( s+۳
s+۴)]

⇒ L [f(x)] = ۱
s ln(

s+۴
s+۳).

(ج)

L −۱[ ۱
s۳(s۲+۱)۲ ]

۱
s۳(s۲+۱)۲ = A

s۳
+ B

s۲
+ C

s + Ds+E
(s۲+۱)۲ +

Fs+G
s۲+۱

⇒ A = ۱, B = ۰, C = −۲, D = ۱, E = ۰, F = ۲, G = ۰ ⇒
L −۱[ ۱

s۳(s۲+۱)۲ ] = L −۱[ ۱
s۳
]− ۲L −۱[ ۱s ] + L −۱[ s

(s۲+۱)۲ ] + L −۱[ ۲s
(s۲+۱) ]

= x۲

۲ − ۲+ ۲ cosx+ L −۱[ s
(s۲+۱)۲ ]

(د)

L −۱[ s
(s۲+۱)۲ ] = f(x) ⇒

L [f(x)x ] =
∫∞
s

u
(u۲+۱)۲du

L [f(x)] = s
(s۲+۱)۲ ,

u۲ + ۱ = t

۲udu = dt

u = s⇒ t = s۲ + ۱
L [f(x)x ] =

∫∞
s۲+۱

۱
۲
dt
t۲

= limA→∞[−۱
۲t ]

A
s۲+۱

= ۱
۲(s۲+۱) ⇒

f(x)
x = L −۱[ ۱۲

۱
s۲+۱ ]

= ۱
۲ sinx⇒

f(x) = ۱
۲x sinx.



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٠۴

٢١.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ٩.٣.۶

(ه) ق��س��م��ت

L [sin۲ x cos۳ x] =?

sin۲ x cos۳ x = (sin۲ x cos۲ x) cosx

= ( ۱۲ sin ۲x)۲ cosx
= ۱

۴ sin
۲ ۲x cosx

= ۱
۴(

۱−cos ۴x
۲ ) cosx

= ۱
۸ cosx− ۱

۸ cos۴x cosx
= ۱

۸ cosx− ۱
۱۶(cos ۵x+ cos۳x) ⇒

L [sin۲ x cos۳ x] = ۱
۸L [cosx]− ۱

۱۶L [cos ۵x]− ۱
۱۶L [cos۳x]

= ۱
۸

s
s۲+۱۶ − ۱

۱۶
s

s۲+۲۵ −
۱
۱۶

s
s۲+۹ .

۶٠.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١٠.٣.۶

(د) ق��س��م��ت

L −۱[ e−۳s(۳s+۱)
s۳+۵s۲+۱۱s+۷ ] = U۳(x)L

−۱[ (۳s+۱)
s۳+۵s۲+۱۱s+۷ ]x 7→x−۳

s۳ + ۵s۲ + ۱۱s+ ۷ = (s+ ۱)(s۲ + ۴s+ ۷)
(۳s+۱)

s۳+۵s۲+۱۱s+۷ = (۳s+۱)
(s+۱)(s۲+۴s+۷)

= A
s+۱ +

Bs+C
s۲+۴s+۷

⇒ A = − ۱
۲ , B = ۱

۲ , C = ۹
۲

L −۱[ (۳s+۱)
s۳+۵s۲+۱۱s+۷ ] = − ۱

۲L
−۱[ ۱

s+۱ ] +
۱
۲L

−۱[ s+۹
s۲+۴s+۷ ]

= − ۱
۲L

−۱[ ۱
s+۱ ] +

۱
۲L

−۱[ s+۲
(s+۲)۲+۳ ] +

۷
۲L

−۱[ ۱
(s+۲)۲+۳ ]

= − ۱
۲e

−x + ۱
۲e

−۲x cos
√
۳x+ ۷

۲
√
۳e

−۲x sin
√
۳x

ن��ه��ای��ی ج��واب = U۳(x)[− ۱
۲e

−(x−۳) + ۱
۲e

−۲(x−۳) cos
√
۳(x− ۳)

+ ۷
۲
√
۳e

−۲(x−۳) sin
√
۳(x− ۳)].



٢٠۵ ت��م��ری��ن�ه��ا پ��اس��خ

؟؟ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١١.٣.۶

(؟) ق��س��م��ت

f(x) =

{
۱ ۰ ≤ x < ۱
−۱ ۱ ≤ x < ۲

f(x+ ۲) = f(x)

L [f(x)] =
∫ ۲
۰ e

−sxf(x)dx

۱−e−۲s

=
∫ ۱
۰ e

−sx۱dx+
∫ ۲
۱ e

−sx(−۱)dx
۱−e−۲s∫

e−sxdx = − ۱
se

−sx ⇒

L [f(x)] =
[− ۱

s
e−sx]|۱۰−[− ۱

s
e−sx]|۲۱

۱−e−۲s

=
− ۱

s
e−s+ ۱

s
+ ۱

s
e−۲s− ۱

s
e−s

۱−e−۲s

= ۱
s
۱+e−۲s−۲e−s

۱−e−۲s

L [f(x)] = ۱
s
(۱−e−s)۲

۱−e−۲s

= ۱
s ×

۱−e−s

۱+e−s .

۴۵.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١٢.٣.۶

(ج) ق��س��م��ت

xy
′′
+ y

′
+ xy = ۰ y(۰) = ۱

L [xy
′′
] + L [y

′
] + L [xy] = ۰

− d
dsL [y

′′
] + L [y

′
]− d

dsL [y] = ۰
− d
ds(s

۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰)) + sL [y]− y(۰)− d

dsL [y] = ۰
−۲sL [y]− s۲ ddsL [y] + ۱+ sL [y]− ۱− d

dsL [y] = ۰
(−s۲ − ۱) ddsL [y] = (۲s− s)L [y]



دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات ٢٠۶

dL [y]
L [y] = −s

s۲+۱ds

ln(L [y]) = − ۱
۲ ln(s

۲ + ۱) م��ی�گ��ی��ری��م ان��ت��گ��رال
= ln(s۲ + ۱)− ۱

۲ ⇒
L [y] = ۱

(s۲+۱)
۱
۲
= J۰(x) ب��س��ل ت��اب��ع

L [ yx ] =
∫∞
s

du√
u۲+۱

= sinh−۱ s

٨١.٣ ت��م��ری��ن پ��اس��خ ١٣.٣.۶

(ب) ق��س��م��ت

y
′′
+ y = cos ۲x− δ(x− ۱) y(۰) = y

′
(۰) = ۰

s۲L [y]− sy(۰)− y
′
(۰) + L [y] = L [cosx]− L [δ(x− ۱)]

(s۲ + ۱)L [y] = s
s۲+۴ − e−s

⇒ L [y] = s
(s۲+۴)(s۲+۱) −

e−s

(S۲+۱)
⇒ y = L −۱[ s

(s۲+۴)(s۲+۱) ]− L −۱[ e
−s

s۲+۱ ]
s

(s۲+۴)(s۲+۱) = As+B
(s۲+۴) +

Cs+D
(s۲+۱)

⇒ A = − ۱
۳ , B = ۰, C = ۱

۳ , D = ۰
⇒ y = L −۱[

− ۱
۳ s

s۲+۴ ] + L −۱[
۱
۳ s

s۲+۱ ]− L −۱[ e
−s

s۲+۱ ]

⇒ y = − ۱
۳ cos ۲x+ ۱

۳ cosx− U۱(x) sin(x− ۱).
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